IUT Orsay Cours du
Mesures Physiques 1 semestre

Rappels de trigonométrie circulaire

A.Rappel sur les définitions et le vocabulaire

A-l. Les notions angulaires

La premiére notion angulaire rencontrée est celle de SECTEUR ANGULAIRE. Elle est définie
a partir des demi plans :

. un SECTEUR SAILLANT est l'intersection de deux demi plans de frontieres sécantes
. un SECTEUR RENTRANT est la réunion de deux demi plans de frontiéres sécantes

Les secteurs angulaires sont mesurés en choisissant un secteur qui sert d'unité et en comptant
combien d’unités sont contenues dans le secteur.

Les choix classiques d’unité sont : 1tour =2 plats
. le plan entier (réunion de deux demi plans non confondus et de | 1plat =2 droits
méme frontiére), la mesure est alors dite en « tours » 1 droit =90 degrés
. L. . . . 1 plat = 180 degrés
. le demi plan (réunion ou intersection de deux demi plans
confondus), la mesure est dite en « angle plats »
. le quart de plan (intersection de deux demi plans de frontieres perpendiculaires), la
mesure est alors dite en « droits »
. le 180°™ de demi plan, la mesure est alors dite en « degrés »

La deuxieme notion angulaire est abordée au college c’est celle dANGLE GEOMETRIQUE.
Elle est définie a partir des paires de demi droites de méme origine :

1tour = 27T radians

l'angle géométrique XOy est 'ensemble des paires de demi droites qui
1plat = 7Tradians

peuvent, par glissement dans le plan, étre superposées a la paire
——— 7T
{[Ox),[OY)} . La mesure d'un angle géométrique XOy est celle du petit | 1droit = > radians
arc géométrique qu’il détermine sur un cercle de centre O... voir polycopié T
Aide Mémoire . A partir de cette notion, une unité apparait comme plus | 1degré = —— radians

naturelle que les autres: c'est le radian. Par définition un angle plat
mesure 77radians.

La troisieme notion angulaire  est abordée au lycée, c’'est celle d ANGLE ORIENTE. Elle est
définie a partir des couples de demi droites de méme origine : I'angle orienté (OX,Oy) est
'ensemble des couples de demi droites qui peuvent, par glissement dans le plan, étre
superposées au couple ([Ox) ,[Oy)). Les mesures de (Ox,Oy)sont les mesures de l'arc orienté

intercepté sur un cercle de centre O par le couple ([Ox) ,[Oy)) ... voir polycopié Aide Mémoire .

B.Equations cos(x)=.. oU x est un réel inconnu

B-I. Le cas cos(X) = cos(x,)

Une solution évidente est X=X,... mais il en existe beaucoup d’autres comme, par exemple
X==X, 0U X=X, +27T...

En fait un dessin suffit pour comprendre (en se rappelant de la période S
277 et des symétries vues en 2" qu'il y a deux familles de solutions qui ]
|

sont X=X, +K.277 d'une part et X=-x,+Kk.277 d’'autre part ou K désigne
un entier relatif quelconque. f‘ Rt

Exemple 1 : Résolution de cos(x) = 003(1_7;) X
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Les solutions sont :

x:£+k.2n ou X= —£+k.2n
12 12

Exemple 2 : Résolution de cos(6x+lzT) = 005(1_7;)

Les solutions sont 6x+£ = +k.2/7 ou 6x+£ = +Kk.2/T c’'est a dire :
4 12 4 12

-7 -,
X=—+k— ou x=—+k—
36 3 18 3

Exemple 3 : Résolution de cos(6x+lzT) = Cos(X) A

Attention : ce n’est /E\as

. Vi V4 C
Les solutions sont 6x+—=x+Kk.2/7 ou 6x+—=—-Xx+Kk.2/7 c’'est a dire :
4 4 parce qu'on a traité l'un

_ _ des deux cas qu’'on peut
X :_7T+ k 2_” ou X :_7T+ k 2_” se passer de traiter
20 "5 28 "7 lautre.

B-II. Le cas cos(x)=a

1°® possibilité : Soit a[-1+1] et dans ce cas on peut trouver (au pire a l'aide d'une
calculette) une valeur particuliere X, telle que a puisse étre remplacé par cos(X,) si bien que
I'équation s’écrit coS(X) = cos(X,) et on sait la résoudre comme dans le cas précédent.

2°™ possibilité : Soit al[—1+1] et alors 'équation n’a pas de solution.

£ . T
Exemple 1 : Résolution de cos(x) =— o : o ] )
3 Remarque : Si un exercice de résolution est noté sur n points
et si un étudiant trouve une solution alors quil y en a
T 3 . . 1000000, quelle doit étre sa note ?
Comme — >1, I'équation n’a pas de solution. 1
3 nxm ... ¢a ne fait pas beaucoup !
. , 3
Exemple 2 : Résolution de cos(X) = Z . Et s'il y a une infinité de solutions et qu'il nen trouve qu’une ?

Comme %D[—l‘ +1], il existe X, tel que cos(X,) =§, et les solutions sont les deux familles

X=X, +K.2m et Xx=—X%,+K.27T avec ici X, =0,722734... (obtenu avec une calculette)

C.Equations sin(x)=.. oU x est un réel inconnu

C-l. Le cas sin(x) =sin(x,)

Une solution évidente est X=X,... mais il en existe beaucoup d'autres comme, par exemple
X=TT—X, 0u X=X, +277... ;
II’s.uffit encore d’'un des:%ir? pour comprendre (gn se rappelan'F de g 1 5 P
la période 277 et des symétries vues en 2"*) qu'il y a deux familles \‘ ,"V.;v]-rnx/f
de solutions qui sont X=X, +k.277 d'une part et Xx=m—-X,+k2m __ %}_1&4\_..

d’autre part ot k désigne un entier relatif quelconque.
T
9

Exemple 1 : Résolution de sin(x) =sin(=)

Les solutions sont :
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x:£+k.2n ou x=8—”+k.2n
9 9

Exemple 2 : Résolution de Sin(2x+7—5T) = Sin(g)

Les solutions sont 2X+7§T = %T+ k.27 ou 2x+g = 2?”+ k.27T c’est a dire :

x:£+k.n ou x:7—”+k.n
15

Exemple 3 : Résolution de Sin(3x+77:) = Sin(2x—7—T)

Les solutions sont 3X+%[= 2x—7§T+ k.27T ou 3x+£= - 2x+7§T+ k.2

c’'est a dire ;

N

i

:ﬂ+k.2n ou x:@+k.2—”
12 60

5

C-II. Le cas sin(x)=a

Ici encore, les deux
cas ne se
ressemblent gueére...

]

1% possibilité : Soit al[-1+1] et dans ce cas on peut trouver (au pire a l'aide d’une
calculette) une valeur particuliére X, telle que a puisse étre remplacé par sin(x,) si bien que
I'équation s’écrit Sin(X) =sin(X,) et on sait la résoudre comme dans le cas précédent.

2éme

possibilité : Soit all[-1+1] et alors I'équation n’a pas de solution.

Exemples : A vous de résoudre sin(x) =7§T ; sin(x) =% ; Sin(x) =—

D.Equations tan(x)=.. OU x est un réel inconnu

D-l. Le cas tan(x) =tan(x,)

Une solution évidente est X=X,... mais il en existe beaucoup d'autres comme, par exemple

X=TT+X, OU X=7T+ X, +277...

Il suffit encore d’'un dessin pour comprendre (en se rappelant de la

période 77-et non pas 277- et des symétries vues en 2"%) qu'il y a deux
familles de solutions qui sont Xx=x,+k.27 dune part et

™

it
].

I_/"""’"". Vil »

X=71+X%,+K.2m dautre part ou K désigne un entier relatif

guelconque. Les deux familles de solutions se regroupent en une seule
écriture : X=X, +k.r

Exemple 1 : Résolution de tan(x) = tan(I—ST)

Les solutions sont :

i 3 -

o 1

X= g+ k.7r (ou bien, si vous préférez x = %T+ K.7T ou méme X = %T+ k.7T)

Exemple 2 : Résolution de tan(2x+g) = tan(g)
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) T T oar .
Les solutions sont 2X+€ =§ + k.77 ou 2x+§ =?+ k.sT c’est a dire :

T 17m
x= sk ou x=2 kL
15 2 30 2

Exemple 3 : Résolution de tan(3x+7ZT) = tan(x+g)

. Vi Vii Vi Vi .
Les solutions sont 3X+Z = x+§+ k.T ou 3x+z =T+ x+§+ k./T c'est a dire :

/4 /4 137 Vi
X=—+Kk— ou Xx=—+k.—
12 2 24 2

D-II. Le cas tan(x) =a

Quel que soit a, I'équation a toujours des solutions car la fonction tangente donne des résultats
qui vont de —oo & +oo0. On trouve donc une valeur X, telle que a puisse étre remplacé par tan(Xx,)
et on résout comme dans le cas précédent.

Exemples : A vous de résoudre tan(x) =1 ; tan(x) =2

E. Equation du type cos(x) =sin(x,)

a
On se rameéne a un cas connu en utilisant la symétrie qui échange les ’T -
cosinus avec les sinus... c’est a dire la symétrie par rapport a la
T /
sm(E—a):cos(a) I A

diagonale principale d ere : -L.,—_-—
g principale du repere - | /7\@
cos(E -a) =sin(aq)

Exemple : Résolution de cos(3x) = Sin(x—g)

Tiens, au fait, on résout ca
s’écrit bien comme ca et
non pas avec und!

Je résous, tu résous, il ou
elle résout...

) . Vg TT.
On transforme I'équation en cos(3x) = COS(E—X+E) ou

T . T .
en sm(E—Sx)zsm(x—E) et on résout

« classiguement ».

F. Equations a.cos(x)+b.sin(x)=c ou a, b etc sontdans R

F-I. La méthode d’aprés un exemple

Si a et b étaient deux nombres tels que a’+b’=1 le point M(a,b) serait sur le cercle
trigonométrique... donc on pourrait trouver a tel que a=cos(a) et b=sin(a). Dans ces
conditions, I'équation pourrait s’écrire cos(a).cos(x) +sin(a).sin(X) =¢ ce qui grace aux formules
d’addition se transforme en cos(a —X) =c... et on est alors en présence d’'une équation d’un type
élémentaire que I'on sait résoudre.

Le probléme est que a et b ne sont pas en général deux nombres tels que a’+b”*=1... Par
exemple, dans I'équation 2.cos(x)+3.sin(x) =1, on ne peut pas dire que 2=cos(a) et
3=sin(a) !
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Si l'idée générale ne s’applique pas, c'est que le point M(2;3) n'est pas sur le cercle
trigonométrique...On peut améliorer la situation en définissant un point m sur le cercle

trigonométrique et tel que Om soit unitaire, colinéaire avec OM et de méme sens, c’est a dire en

posant Om= —_1. . OM .
[om

C'est facile a comprendre : si M (a,b) est trop loin de I'origine on le rapproche et s'il est trop
pres on I'éloigne.
Dans I'exemple précédent : 2.cos(x) +3.sin(x) =1, M (2;3) est trop loin de I'origine.

En posant ﬁn=i.m cest a dire Om= ! OM on obtient un point m(

2 3
o Javo NN

2 2
2 3
qui est sur le cercle trigpnométrique puisque (—j +(—j =1 et il est donc certain qu’on peut
V13 V13

2 3
V13 V13’
La résolution de 2.cos(x) +3.sin(x) =1 se fait donc de la fagon suivante :

1. Onpose R=+/2>+3 =13

2. On divise les deux membres de [I'équation par \/ﬁ pour  obtenir

trouver a vérifiant a la fois : cos(a) = et sin(a)=

iCos(x)+isin(x) :i c'est a dire cos(a).cos(x) +sin(a).sin(x) zi ou encore

B T s NE

cos(a—x)=i.

V13

1 R , , .
3. Comme ——[[-1+1], on est sOr quil existe au moins une valeur S telle que

V13

cos(ﬁ):% et I'équation devient cos(a—Xx)=cos(f)dont les solutions sont

Xx=a+p[+k2m ou x=a-F+k2m

4. On donne enfin des valeurs approchées de a e [... a laide d'une calculette:
a 10.9827937235 et [ [01.289761425

F-I1. La méthode générale de résolution de  a.cos(X) +b.sin(x) =c

1. Onpose R=+a’+b® eton divise les deux membres de I'équation par cette valeur.

a : b . :
2. On appelle a un réel tel que cos(a) :—R et sin(a) :E : I'équation devient

c
cos(a —X) =—
i R
3. On distingue deux cas:
> Si %D[—:L' +1] on pose cos(f) :ER et les solutions de I'équation sont
x=a+p+k2mr
x=a-pB+k2m

» Sinon I'équation n'a pas de solution.
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F-111. Exemples

2

0 Résolution de cos(x)+sin(x) =7

1. R=42, I'équation s’écrit 1 .cos(X) +i.sin(x) =%

V2 V2
T m 1
2. a =—, I'éguation devient cos(X——) =—
4 a s 4) 2

1 = X= 7—7T+ k.2
3. Comme =0[-1+1] on peut trouver S... f=— ... solutions :

2 3 /i

X=—+k2mr
12
0 Résolutionde cos(x)+sin(x) = a2
1 1 .
1. R=+2, I'équation s’écrit —.c0S(X) + —.Sin(x) =4
V2 V2
2. «a 277:, I'équation devient Cos(x—g) =4
3. Comme 40[-1+1] I'équation n'a pas de solution.
0 Résolutionde 3cos(x)+4sin(x) =1

1. R=5, I'équation s'écrit é.cos(x) +é.si n(x) ==
2. On pose cos(a) —g et sin(a) —g I'équation devient cos(a—g) é

1 1 _ Xx=a+p+k2mr
3. Comme —U[-1;+]] on peut trouver S...co =— ...solutions :

Z0-1+1] onp p...cos(B) = L: Sekon

4. o [J0,9272952180 et [ =1,369438406

G.Transformation des expressions  a.cos(x) +b.sin(x)

En électricité, on a souvent des tensions (ou des intensités) sinusoidales. Lorsqu’on utilise une
combinaison linéaire de sin(x) et de cos(X) on peut remarquer que cette combinaison linéaire se

résume a une seule fonction cosinus ou sinus... mais avec un déphasage .

a.cos(x) +b.sin(x) = VaZ +b?. ( s ﬁsin(x)j
a’+ a’+
=va’ +b* (cos(@).cos(x) +sin(a).sin(x))

/4
=+/a’ +b* cos(a - x) =Ja* +b’ sm(5+x—a)
rl T
- = =+a’+b? cos(x—a)zx/a2+bzsm(5—x+a)
. Parmi ces quatre derniéres expressions on choisit celle qui
convient le mieux aux calculs ou a l'interprétation.

cos(x) +
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