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L3 PAPP MATHEMATIQUES II

PROBLEME 1 - SINUS CARDINAL

Il s’agit d’un approfondissement de certaines questions de la premiére séance de travaux dirigés.

1 Convergence altérnee

. ’ . o0 .
La convergence des intégrales fR sinc(x)dz et f Cosxdx sont de méme nature : les aires sont
successivement positives et négatives, comme on le V01t sur les figures suivantes :

FIGURE 1 — Courbes de sinc (a gauche) et de cos,/~ (a droite).

Les zéros des fonctions sinc ou cos/\/‘ sont périodiques, on peut donc facilement interpréter les
intégrales de 0 a l'infini comme la somme alternée des aires positives et négatives.

Pour appliquer le théoreme sur la convergence des séries alternées, et assurer ainsi I’existence
. oo . o . s . .
de [psinc(z)dz = 2 [, sinc(z)dz ou [, C\O/Sg dz, il suffit de vérifier que les aires sont, en valeur

absolue, strictement décroissantes.

C’est I'objet de cette premiere section. Les calculs étant absolument similaires, on se contentera

FEN
d’étudier [;° €= dx. On notera Iy = f((:-‘r 2" cosz/\/xdz.

a. Vérifier que Vn € N*| I, < 0 et Iy,4+1 > 0.
b. Montrer que Vz € [(2n + 3)m, (2n + 3)7]
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c. Montrer que Vz € [(2n + 2), (2n + 5)7]

COST COS T COS T

0< < <
\/ (2n+ )7 vz (2n + 3)m




On notera Uy, = \/g—\ﬁjl-f'l et Vo = \/%f4721+3'

d. Montrer, a l'aide des inégalités précédentes, que
0< V< —Ig, < U, et 0<Upt1 <lont1 <Vyp .
e. En déduire finalement que
—Iop > Inpy1 > —Iopyo > Iopgs...

Facultatif : établir le résultat de facon rigoureuse par récurrence; Sinon, VOus pouvez vous
contenter d’une démarche intuitive.

2 Transformée de Fourier de cos(z?)

Vous avez montré en travaux dirigés que la convergence de fR cos(x?)dx découle de celle de
fooo cosz/y/xdr. On admettra ce résultat ainsi que la convergence de [ sin(2z?)dx. On veut en
déduire celle de [ cos(z?) cos(2mkz)dz, Vk € R (c’est une intégrale de Fourier, qui sera étudide
ultérieurement en cours). Il s’agit ici de simples manipulations trigonométriques.

a. Montrer que la fonction cos(x?) cos(2rkx) s'écrit 1/2(cos(2? + 2kmx) + cos(x? — 2kmx)).

b. En déduire finalement une expression de [, cos(z?) cos(2rkz)dz en fonction de [; cos(z?)dz,
Jz sin(2?)dx et d’un facteur dépendant de k, dont vous donnerez ’expression explicite.



