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TD 1 - Hydrostatique

I - Le barrage

On étudie ici la force s’exercant sur un barrage qui retient une hauteur I = 100 m d’eau. On supposera que le
barrage a une largeur L = 500 m et que la pression au sommet du barrage est la pression atmosphérique pg. On
néglige les variations de pression de ’air due a I’altitude. On utilise le systeme de coordonnées cartésiennes.
Dans ce systeme le barrage est parallele au plan yOz et I’eau retenue par le barrage est a x < 0 (fig. a). La base
du barrage se trouve dans le plan z = 0.
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1. (a) Rappeler la loi de I’hydrostatique dans un fluide a 1’équilibre de densité p soumis a la pesanteur
g = —gé,. Ecrire cette loi sous la forme d’une équation différentielle permettant de calculer la
pression p dans le fluide.

(b) Intégrer cette équation pour exprimer la pression p en tout point du fluide a I’équilibre. On supposera
quep=pgenz=H.

(c) En appliquant le résultat précédent, tracer 1’évolution de la pression dans I’eau entre la base et le
sommet du barrage.

2. On cherche maintenant a exprimer la force de pression résultante qui s’exerce sur le barrage.
(a) Soit dS un élément de surface du barrage autour du point P et dS = dS &, le vecteur associé.
Exprimer alors la force de pression résultante dF' qui s’exerce sur le barrage au travers de d.S.

(b) En déduire I’expression de la force de pression totale F qui s’exerce sur le barrage. Calculer
numériquement la norme de cette force.

(c) En déduire la force ﬁ qu’il faut appliquer sur le barrage pour le maintenir immobile. Déterminer la

hauteur O P du point d’application de cette force pour que la configuration soit stable.

3. On désire optimiser la forme du barrage qui a, en réalité, une section trapézoidale symétrique d’angle
a = 20° (fig. b).

(a) Soit P un point en surface du barrage en contact avec I’eau. Représenter sur un schéma le vecteur
surface d.S au point P.



(b) Exprimer puis calculer numériquement les composantes de la force de pression sur le barrage ﬁt

(¢) Quel peut étre I’intérét de cette forme de barrage ?

IT - L’expérience de Magdebourg

Soit un cube métallique d’aréte a qu’on scinde en 2 morceaux égaux. Apres avoir reconstitué le cube, on y fait
le vide. La pression extérieure est pg = 10° Pa.

1. Quel est I’effet du vide ? Représenter les forces de pression.
2. Calculer la force nécessaire pour séparer le cube en 2 moitiés suivant un plan vertical (¢ = 10 cm).
3. Mémes questions avec une sphere métallique de méme surface que le cube.

4. Mémes questions lorsque la sphere est immergée dans I’eau a 10 m de profondeur.

III — I’atmosphere terrestre

On s’intéresse ici aux propriétés de la basse atmosphere terrestre, d’altitude inférieure a 10 km (la troposphere).
Le gaz atmosphérique est supposé parfait et en équilibre hydrostatique. La masse molaire de 1’aire est M = 29
g. Pour décrire I’atmosphere on se place dans le référentiel terrestre supposé galiléen muni d’un repére cartésien
Oxyz ou Oz est I’axe vertical orienté vers le haut de I’atmosphere. La pression au niveau du sol est pg = 1 atm
et ’altitude correspondante est z = 0.

On suppose dans un premier temps que I’atmosphere est isotherme de température 7' = Tj.

1. A partir du principe hydrostatique, déterminer le profil vertical de pression p(z). On définit h =
RTy/Mg. Quelle est la dimension de i ? Quelle est sa signification ? Calculer h pour T = 300 K.

On suppose a présent que 1’atmosphere est adiabatique et que p = K p” avec v = ¢,/c, et K une constante.
2. Etablir une relation entre p et T'.
3. De méme qu’au 1), établir I’expression de p(z). En déduire 1’expression de T'(z).

4. Quelle est alors ’expression du gradient de température as = d1'/dz ? Exprimez-la en fonction de h.
Calculer sa valeur numérique sachant que v = 1, 4.

5. En basse atmosphere, le gradient de température d7'/dz est a peu prés constant égal a -7 K/km. Dans
ces conditions des mouvements de convection peuvent-ils se développer ?



TD 2 - Hydrostatique : Archimede et référentiel non-galiléen

I - Principe d’Archimede

On considere un glagon de forme cubique de c6té h = 4 cm et flottant en équilibre dans un verre d’eau rempli
aras bord. On notera p, la densité du glagon, p, celle de I’eau et p, celle de I’air. On a pg/pe =~ 0,92.

1. Retrouver le principe d’Archimede (dans 1’air et dans I’eau) en exprimant la condition d’équilibre du
glacon.

2. Quelle est la hauteur immergée a du glacon ?

3. Lorsque le glacon fond, le verre déborde-t-il ?

II — Submersible

On s’intéresse a I'immersion d’une boite cubique de coté a dans de ’eau. Le cube, rigide et creux, est rempli
d’air a la pression atmosphérique pg. Chaque face du cube a une épaisseur fixe e et on notera p; la densité du
matériau constituant le cube et M sa masse. Sauf mention contraire, la densité de I’eau p est supposée constante
et on fait I’hypothese que I’eau est un fluide parfait. L’axe Oz est pris vertical et orienté vers le haut.

1. Enoncer le théoreme d’ Archimede.

En déposant le cube dans I’eau, une face parallele a la surface de I’eau, on constate qu’a 1’équilibre sa face
supérieure se trouve a une distance h au-dessus de la surface de I’eau de cote z = 0.

2. (a) Exprimer la poussée d’ Archimede que subit le cube.
(b) A I’équilibre, exprimer la hauteur émergée h en fonction de M, p et a. A quelle condition le cube
flottera-t-il ?

(c) Sachant que e << a, exprimer la masse M du cube en fonction de a, e et ps. Quelle est alors la
condition sur a pour que le cube flotte ? Exprimer numériquement cette condition pour ps/p = 10
ete=>5cm.



3. On suppose que le cube flotte a 1I’équilibre avec une hauteur émergée h = 0. On lui rajoute une masse
m qui n’augmente pas son volume (par exemple en le remplissant d’eau). Que va-t-il alors se passer ?
Le mouvement du cube pourra-t-il s’ arréter ?

4. Au cours du mouvement du cube, on prend maintenant en compte la variation de la densité de 1’eau
avec la profondeur, p(2) = po(1 + az) avec py = 103 kg/m?.

(a) Quel doit étre le signe de o pour que le cube s’arréte ? Quelle est sa dimension ? Sachant que
m+ M = (1+k) poa3 (k nombre sans dimension) exprimer la cote z. ou les forces sur le cube
s’équilibreront. Faire I’application numérique pour |a| = 1076 ST et k = 1073,

(b) Cet équilibre est-il stable ?

I11 — Déformation de la surface libre d’un liquide en rotation

On cherche a déterminer la forme de la surface libre d’un liquide contenu dans un verre de hauteur H = 15
cm en rotation a vitesse angulaire {2 = Qe; constante. On note R = 5 cm le rayon du verre et h = 10 cm la
hauteur de liquide lorsque £2 = 0. On suppose que le fluide est au repos dans le référentiel tournant : on parle
d’écoulement en rotation solide.

1. On repere une particule fluide par ses coordonnées cylindriques (7, 6, z). Quelle est sa trajectoire dans
le référentiel du laboratoire ?

2. Compte tenu des symétries du probleme, justifier que la pression p dans le liquide ne dépend pas de 6.
3. Ecrire I’équation de I’hydrostatique dans le référentiel tournant. Quelle est la force volumique d’inertie
d’entrainement f. qui s’applique ici ?

4. Déterminer le champ de pression p(r, z) au sein du liquide. On note zj I’altitude de la surface de I’eau
enr = 0.

5. Déterminer I’équation de la surface libre de I’eau. Tracer la courbe de z — z( en fonction de 7 : quel est
le nom de cette courbe ?

6. Déterminer la hauteur de liquide zp en = 0 en fonction de h, R et €. En déduire la vitesse angulaire
maximale (2 au-dela de laquelle il n’y a plus de hauteur d’eau non nulle au centre en r = 0.

7. Calculer la vitesse angulaire {2 au-dela de laquelle 1’eau déborde du verre.



TD 3 - Cinématique

I - Ecoulement de Poiseuille

L’écoulement stationnaire d’un fluide soumis a une différence de pression et situé entre deux plans parall¢les a
2Oz, situés en +d /2, est caractérisé par le champ de vitesse

2
7 = ug <1—4y> e

Déterminer 1’allure du champ de vitesse.

Cet écoulement est-il incompressible ?

Calculer le champ de vorticité.

AU e

Déterminer le vecteur accélération.

II - Rotation

d2

Quelles sont les trajectoires suivies par une particule fluide ?

Déterminer les lignes de courant. Coincident-elles avec les trajectoires ?

On considere un écoulement permanent dont le champ de vitesse admet comme composantes en coordonnées

cylindriques et pour  # 0 :

Up
Up
Uz

0
Ar—i—%
0

ou A et B sont deux constantes. Le mouvement se fait-il de fagon isovolume ? Calculer les composantes du
rotationnel et du tenseur taux de déformation. Apres avoir identifié les lignes de courant, discuter les cas parti-
culiers A = 0 et B = 0 et interpréter physiquement les résultats.

II1 — Déformation dans les écoulements

Soit I’écoulement de cisaillement bidimensionnel @ = ay s aveca > 0.

1. Calculer le champ de vorticité de cet écoulement.

2. Calculer le tenseur des gradients de vitesse. En déduire 1’expression du tenseur des rotations pures et du

tenseur des déformations pures.

3. Montrer que la déformation d’un élément de fluide se traduit par

(a) aucune variation de volume.

(b) un allongement que 1’on précisera suivant la direction (e_gg> + e_y>)

. — | =
(c) une compression selon (—e; + €;).



TD 4 - Dynamique du fluide parfait : théoreme de Bernoulli

I - La clepsydre

Dans I’ Antiquité, les grecs mesuraient le temps en observant la hauteur ~ d’eau dans un récipient (clepsydre)
en train de se vider et cet exercice a pour but d’étudier ce phénomene.

On suppose dans un premier temps que la clepsydre est un récipient cylindrique de section S constante avec
a sa base un orifice de section s par lequel I’eau peut s’échapper a 1’air libre. Cet orifice est d’abord bouché
pour remplir la clepsydre jusqu’a la hauteur hg. A ¢ = 0 on libere I’ orifice et le vidage commence. Les valeurs
numériques sont: hg = 1 m, s = 1 cm? et S = 0,5 m?.

On suppose que I’eau est un fluide parfait, incompressible et en écoulement permanent. On négligera les varia-
tions de pression dans I’air. La pression atmosphérique est py = 10° Pa.

B

1. Soient vp et v4 les vitesses de I’eau au sommet de la clepsydre et dans I’orifice de sortie. Que vaut
va/vp?
2. Exprimer v4 at = 0 et faites I’application numérique.
3. Exprimer vp au cours du vidage et déduisez-en h(t).
Les mesures de temps seront simples si la hauteur est une fonction affine du temps, soit h = at + b (les

différences de hauteur sont alors proportionnelles au temps écoulé) et on recherche la forme de clepsydre
correspondante.

4. Soit D le diametre de la clepsydre : comment doit varier D en fonction de i pour que h varie comme
at + b ? Calculer alors numériquement le temps de vidage de la clepsydre.

II - Le siphon

Un liquide (p = 103 kg/m?) s’écoule par un siphon formé d’un tube en U de section constante. Le haut du tube
est a une hauteur A au dessus du niveau de la surface libre dans le récipient et a une hauteur 2’ de I’ orifice de
sortie A. Le niveau du liquide (C') dans le réservoir de large section est maintenu constant grice a I’apport de
liquide par le robinet R. On suppose que v(C') = 0 et que le liquide est un fluide parfait.

1. Exprimer la vitesse v 4 de 1’écoulement du liquide en A.



A

h’

2. Déduire du résultat une condition nécessaire au fonctrionnement du siphon. Calculer v4 pour A’ —h = 1
m. On prendra g = 10 m/s.

3. Calculer la pression en B pour 2’ =1,5 met b’ =15 m.

4. Commenter le signe de la pression en B.

5. A partir de quelle valeur limite de h’ le siphon cessera-t-il de fonctionner ?

I1I - Trompe a eau

Une trompe a eau est un dispositif servant a faire le vide. Elle est en général constituée d’un réservoir ouvert
de grande section dont le niveau en D est maintenu constant. L’eau s’écoule par un tube de section constante
s sauf en un point B ou il présente un rétrécissement et ot la section est s; = s/4. En B, le tube est mis en
communication avec un récipient C initialement rempli d’air a la pression atmosphérique. En fonctionnement
I’eau ne pénetre pas dans C. On étudie maintenant ce dispositif lorsque le régime permanent est établi. On
suppose que 1’eau est un fluide parfait incompressible. On note pg la pression atmosphérique et on prend
po = 10° Pa. On supposera que la pression en D et A est py.

D

1. Calculer les vitesses v4 et vp de I’eau aux points A et B. On donne H = 50 cm, h = 10 cm, s = 1
cm? et g = 10 m/s%.

2. Evaluer la pression en C.



IV - Vague

On considere une vague d’amplitude i — hg se propageant a la vitesse C' a la surface d’une couche horizontale
de fluide au repos d’épaisseur uniforme hy.

On se place dans le référentiel de la vague pour que 1’écoulement soit stationnaire.

1. Déterminer une équation reliant les vitesses V' et C' par I’application du théoréme de Bernoulli entre les
points A et B.

2. Trouver une deuxie¢me équation reliant V' et C' a 1’aide de la conservation du débit.

3. Exprimer la vitesse de propagation C' de la vague et la vitesse V' du fluide en fonction de h, hg et
I’accélération de la pesanteur g.



TD 5 - Théoreme de Bernoulli généralisé

I - Vidage d’un réservoir au travers d’une turbine

Un réservoir cylindrique de rayon R, contient de I’eau de masse volumique p. Sa base est reliée par une
canalisation de rayon R} a une turbine dont I’entrée est située a une hauteur / au dessous du niveau du réservoir.
L’eau s’écoule en régime permanent dans le tuyau et au travers de la turbine. On notera p;, et p. les pressions
a I’entrée et a la sortie de la turbine. Tant que p, > p., la turbine maintient le débit constant. A la sortie
C de la turbine, le liquide s’écoule dans un tuyau horizontal de rayon R, et de longueur L puis sort en D. La
pression dans 1’air est la pression atmosphérique pg. Données numériques : ) = 1 litre/s, R, = 80 cm, Rp=8
cm, R.=4 cm, hg = 1,50 m, L=10 m.

rayon Ra
A p“
h
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1. Dans toute cette premiere question on considére que le fluide est parfait.

(a) Expliquer pourquoi on peut faire I’hypothese v4 = 0.
(b) Exprimer les pressions py et pe.
(c) Exprimer la puissance P absorbée par la turbine.

(d) Calculer numériquement les vitesses vy et v, puis py et P pour h = hyg

2. On remplace I’eau par un liquide de forte viscosité 7 = 1 Pax s mais de méme masse volumique. On
suppose que les forces de viscosité interviennent uniquement dans le troncon C'D et que le débit reste
le méme qu’a la question précédente.

(a) On rappelle la loi de Poiseuille :

7Ta4

=— A
Q sl °P

Dans le systeme présent, que représentent a, 17, [ et Ap ? Précisez les dimensions de chacune de ces
grandeurs.

(b) Définissez la vitesse moyenne d’écoulement v,,, dans le tuyau C' D. Est-elle modifiée par la prise en
compte des forces de viscosité ?

(c) L’écoulement dans C'D est-il turbulent ? (on rappelle le nombre de Reynolds R, = %d)



(d) Exprimer alors p. et P et faites ’application numérique pour h = hg. Comparer P au résultat
obtenu en 1)d) et interpréter.

3. On considere a présent que le niveau du réservoir baisse (v, # 0) et on cherche a déterminer comment
évoluent en fonction du temps la hauteur £, les pressions pj et p. ainsi que la puissance P absorbée par
la turbine.

(a) Comment s’exprime la vitesse v, ?
(b) En supposant que h = hg at = 0 et que le débit reste constant, exprimer h(t) et P(t).

(c) Quelle est la relation entre p; et p. lorsque le débit ne peut plus étre maintenu par la turbine ? En
déduire la hauteur h; et le temps ¢; a partir desquels le débit n’est plus régulé. Calculer les valeurs
numériques de h et t;.

II - Jacuzzi

On s’intéresse ici au fonctionnement d’un jacuzzi alimenté par un réservoir en sous-sol a une profondeur H =
20 m. On suppose que 1’eau est prélevée a la pression atmosphérique p, et que le jet final débouche a I’air
libre ot régne également p,. On suppose que le débit Q1 est de 3,6 m3/h. Le réservoir ol I’eau est prélevée est
suffisamment grand pour que I’on puisse négliger la vitesse a sa surface. On se place en régime permanent et
on considere que I’eau est un fluide incompressible et parfait. On néglige toutes les pertes de charge dues a la
forme de 1’écoulement.

A?
T z.=H Pa
C
Pa — Pompe
2d +C dlf —>
VS
pa A
O-- I + |
a) b)

1. On commence par définir le tube délivrant le jet d’eau (fig. a). Pour des questions de confort, on souhaite
maintenir 1’énergie cinétique du jet & 0.1 Joule pour un volume d’eau de 30 cm?,

(a) Quelle doit alors étre la valeur de la vitesse du jet en sortie v ?

Dans toute la suite de I’exercice, on prendra vy = 2 m/s.

(b) Exprimer et calculer le diametre de sortie d du jet.

10



(¢) Sachant que le diametre du tube qui amene 1’eau de la pompe au point C vaut 2d, donner la relation
entre v et vg.

(d) En appliquant le théoreme de Bernoulli, exprimer la pression au point C, pc, en fonction de pg, p

et vs. Calculer pe.

. On cherche maintenant a caractériser la pompe qui permet au jacuzzi de fonctionner. On note P la
puissance mécanique fournie par la pompe au fluide. Le diametre du tube qui ameéne I’eau jusqu’au
jacuzzi est partout 2d sauf dans la partie finale décrite précédemment.

(a) Quelle est la dimension de P/Qy ?

(b) En utilisant le théoréeme de Bernoulli généralisé aux écoulements incluant des machines, exprimer
‘P en fonction de Qy, vs et H. Calculer P.

(c) En déduire I’expression de la différence de pression Ap entre ’entrée et la sortie de la pompe en
fonction de H et vs. Comment peut-on interpréter cette expression d’un point de vue énergétique
(on pourra multiplier les deux membres par le volume d’une particule fluide 7) ?

(d) Sachant que Ap est une constante caractérisant la pompe indépendamment de (v, tracer la courbe
de H en fonction de Qv pour la valeur de Ap calculée précédemment. Pour quelle valeur de Qv/,
H est-elle maximale ? Quelle est la valeur maximale de )y possible ?

Pour un type de pompe donné, cette courbe permet de déterminer le débit possible pour H donné.

11



TD 6 - Théoreme de transport

On rappelle I’expression du théoréme de transport de Reynolds appliqué a la quantité de mouvement

gt///vcpﬁdT—F#qCp?(?.ﬁ)dS:—#@Cpﬁds—i—#qcalﬁdé’—i—///vcpﬁdﬂ

ou ¢’ désigne le tenseur des contraintes visqueuses et ol V' C désigne le volume de contrdle et SC'la surface de
controle. Par convention pour les surfaces fermées, le vecteur normal 77 est un vecteur de norme unité orienté
vers I’extérieur. Pour I’écoulement stationnaire d’un fluide parfait et non pesant, ce théoreme se réduit a

# pV (V. 7)dS + # p1tdS =0.
sC sC

I - Lance a incendie

On s’intéresse a 1’écoulement d’un fluide parfait dans un convergent cylindrique. Un exemple classique est
celui de la lance a incendie représentée sur la figure ci-dessous. L’eau passe d’abord par un tuyau de diametre
D avec la vitesse moyenne v; puis par un manchon conique de longueur L et de diametre de sortie Ds. A la
sortie du manchon, I’eau débouche dans 1’air a la pression atmosphérique pg avec la vitesse moyenne vy. On
notera (Qy le débit volumique de cet écoulement.

On suppose que I’eau a une masse volumique p constante et que I’écoulement est en régime permanent.
On négligera les variations de pression de I’air dues aux différences de hauteur. La surface de contrdle est
représentée sur le schéma par des tiréts.

D,v,

\ )
.x ‘;

|
T .H MD
;<

™ |reccaaa

N

1. Exprimer et calculer v en fonction des données du probleme. En déduire v .
Données numériques : D1 = 6,5 cm, Dy = 2,2 cm, L = 50 cm, Qv = 5 L/s.
2. Exprimer et calculer la pression moyenne p; dans le tuyau de diametre D;.

3. On cherche a estimer la force de recul ressentie par un pompier tenant la lance. En s’appuyant sur
le théoréme de transport, déterminer la force subie par la lance. S’agit-il d’une force de recul ?
Commentez ce résultat.

12



4. Lorsqu’un pompier tient la lance a incendie, cette derniere a une forme en S depuis le sol jusqu’aux
mains du pompier. Expliquer et justifier pourquoi le pompier prétend subir une force de recul ?

II — Impact d’un jet sur une plaque plane

On considere I’écoulement stationnaire d’un fluide parfait incompressible de masse volumique p. Le schéma
représente une coupe horizontale d’un jet plan qui arrive obliquement sur une plaque plane (P) en faisant un
angle d’incidence «v avec la direction du jet et qui, apres I'impact, se sépare en deux lames de fluide.

Loin de la région de I’impact, le jet incident a une épaisseur a et une vitesse uniforme u. Apres I'impact, les
deux lames de fluide d’épaisseurs a; et as s’écoulent respectivement avec des vitesses uniformes wu; et us.
L’ensemble (jet + plaque) se trouve dans 1’air a la pression atmosphérique py.

On se propose d’évaluer la force K qu’il faut exercer sur la plaque (P) soumise a I’impact du jet pour la
maintenir immobile, ainsi que la position du point d’application de ﬁ sur cette plaque.

1. Déduire de 1’équation de Bernoulli et de la condition d’incompressibilité, les relations entre u, u; et ug
ainsi qu’entre a, a; et as.

2. En s’appuyant sur le théoréme de transport de Reynolds, déterminer la résultante ? des forces de
pression subies par la plaque.

On exprimera le résultat en fonction de p, a, a1, as, u, u1, ug et des vecteurs unitaires ?, e_f et e_2> des
directions associées respectivement aux trois lames de fluide.

3. Expliciter les composantes de ? le long de la plaque e_H> et sur la normale &/ 2 la plaque. En déduire
I’expression du module de la force ﬁ

4. Justifier que la composante de la force le long de la plaque est nulle, et en déduire une relation permettant
de calculer a et as en fonction de a et .

5. L’angle o définit I’orientation d’équilibre prise par la plaque sous ’action du jet. Ecrire cette condition
d’équilibre en fonction des forces et quantités de mouvement associées au jet. En déduire la distance
OP entre le point d’intersection O de la plaque avec 1’axe du jet et le point P d’application de .

13



TD 7 - Fluides visqueux et équations de Navier-Stokes

I - Ecoulement de Couette

On considere I’écoulement laminaire et stationnaire d’un fluide visqueux newtonien, incompressible, entre deux
plaques paralleles horizontales espacées d’une distance h. La plaque supérieure est en mouvement a la vitesse
V, alors que la plaque inférieure est statique. Les deux plaques sont considérées de dimensions infinies dans la
directions x. L’écoulement est unidimensionnel, parallele a la direction x. On note 1 le coefficient de viscosité
dynamique du fluide et p sa masse volumique. On admettra que la pression ne varie pas selon x (plaques
infinies).

Az A\
—
h
>
Vv
X
.—) X
0 —>

1. Ecrire la condition d’incompressibilité compte tenu des hypotheses.

2. Ecrire les équations de Navier-Stokes et les conditions aux limites satisfaites par le champ de vitesse.
Trouver I’expression de v,,.

3. Cet écoulement est-il irrotationnel ?

4. Calculer le débit volumique de cet écoulement par unité de profondeur dans la direction Oy.

5. On considere que le fluide est de ’huile pour moteur et A =3 mm. La vitesse de la plaque en mouvement
est V' =10 m/s. On suppose que les propriétés de 1’huile sont constantes. On donne : p = 888,2 kg/m3
v =mn/p=90010-% m?s.
Calculer les forces de frottement visqueux du plan z = 0 et du plan z = h sur un élément de fluide
d’épaisseur dz.

II - Ecoulement sur plan incliné

Nous nous proposons d’étudier I’écoulement stationnaire d’un fluide de masse volumique p et de viscosité 7 sur
un plan incliné d’un angle « par rapport au plan horizontal. On choisira le systeme de coordonnées défini par
le plan incliné. Sous I’effet de I’attraction terrestre, le fluide s’écoule a I’air libre (a la pression atmosphérique
po) le long du plan (Oz,0y) sur une épaisseur uniforme h, avec un champ de vitesse que 1’on supposera de la
forme ¥ = v(y) ug.

1. Montrer que cet écoulement est incompressible.

2. (a) Montrer que I’équation de Navier-Stokes se réduit a une équation linéaire dont la projection sur les
axes Oz et Oy fournit deux équations différentielles permettant de déterminer la pression p(z, y) et
le champ de vitesse partout dans le fluide.

Peut-on négliger les termes g sin « et g cos a dans ces équations ?
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(b) Quelle est la condition de pression sur la surface libre (en y = h) du fluide en écoulement ? En
déduire le champ de pression en tout point du fluide.

(c) En considérant que la contrainte tangentielle de friction exercée par 1’air sur le fluide est négligeable,
quelle est la condition de vitesse sur la surface libre (en y = h) ?
Déterminer I’allure de la contrainte visqueuse U;y. Exprimer la contrainte pariétale oy.

(d) Quelle est la condition de vitesse sur le plan incliné (en y = 0) ? Déterminer 1’expression du champ
de vitesse v(y), et préciser la forme de son profil.

3. Calculer le débit volumique de cet écoulement par unité de longueur dans la direction Oz.

III - Viscosimeétre de Couette

Le viscosimetre de Couette est constitué de 2 cylindres coaxiaux pouvant tourner. Le liquide dont on veut
mesurer la viscosité est placé entre les cylindres. Le cylindre intérieur C; de rayon R; est entrainé avec une
vitesse angulaire €2; alors que le cylindre extérieur Co de rayon intérieur Rp est maintenu fixe. On supposera le
liquide incompressible et newtonien et on ne s’intéressera qu’au régime permanent. On négligera les effets de
la pesanteur.

On cherche a établir I’expression du couple qui va s’exercer sur Cy. Pour ce faire, on va d’abord établir I’expres-
sion du champ de vitesse en utilisant 1’équation de Navier-Stokes. On utilisera les coordonnées cylindriques
pour décrire 1’écoulement.

1. On commence par exploiter les propriétés de symétrie de 1I’écoulement :

Lorsqu’on met C; en rotation, que se passe-t-il dans le fluide ? En déduire la direction de la vitesse U
dans le fluide. Représenter quelques lignes de courant. De quelle(s) variable(s) dépend v’ ?

2. En projetant I’équation de Navier-Stokes :
(a) Etablir une équation différentielle sur v valeur algébrique du vecteur vitesse. Intégrez-la et utilisez

les conditions aux limites pour déterminer complétement v en fonction des données du probleme.
On pourra noter o = R3/R32.

(b) Tracer la courbe de v.

(c) En déduire I’expression de la vitesse angulaire w.

3. (a) Exprimer la force par unité de surface (ou contrainte) oo qui s’exerce sur Co. En déduire le couple
I’ que ressent le cylindre C,.
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(b) Comment peut-on alors mesurer le coefficient de viscosité 77 du fluide ? Comment faut-il choisir o
Ry et h étant fixés) pour que cette mesure soit sensible ?

(¢) Sachant que 21 =3 tours/s, Ry =10cm, a =2,n = 103 Paset h = 0,5 m, calculer I's.

4. En utilisant une autre projection de 1’équation de Navier-Stokes et I’expression de la vitesse, déterminer
la pression en tout point du fluide.
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Annexes

e Produits vtﬁtoriel et mixte :

AV =-b AT, TADBAT)=1(T.F)-2(@.D)
(@, 0,7 =det (@, 5,7)=T(bAT)=(TAD).C

[, ?, @] =[b, ¢, d] et permutation circulaire

[7, b ,7] =—[b . d, E)] pour les échanges 2 a 2

Vecteur surface d’un losange de cotés (a, b) : S-arT
Volume d’un parallelépipede de cotés (a,b,c): V = @ (7 AT

e Opérateurs différentiels :
Relations locales :

ANYU) =T

VANNAA) =V (VA) - oA
(UW) = U(VYW) + W(VU)
UA) = (VU). 4 + UV A)

%) + B A (%/\ D+ BINA+ADE
VAN B (198 @B @B

En coordonnées cylindriques et sphériques la divergence, le rotationnel et les opérations déduites ne s’ob-
tiennent pas simplement en manipulant V comme un vecteur (contrairement au gradient) (voir plus loin).

]

Relations intégrales :

Théoréme de Stokes : soit S une surface s’appuyant sur le contour fermé C

éX.ﬁ://S?AZﬁ et éU.ﬁ:—ﬂg?UAﬁ

Théoreme de Green-Ostrogradsky : soit V le volume délimité par la surface fermée S

#‘;Z.cﬁ://vﬁﬁm et %Uﬁz//\)?Ucﬂr

e Coordonnées cartésiennes :

le point M est repéré par ses coordonnées (z,y, z) dans le triedre direct orthonormé (€, €, €,) avec OM =
x €; + y €y + 2 €. Les coordonnées sont dans R.

Déplacement élémentaire : dl = dx €, + dy €, + dz €.. Les vecteurs (€, €, €-) sont fixes.

Elément de volume : dm = dx dy dz
et de surface : dS = dy dz (x fixé par exemple)

ou oU 8U>

Gradient : ?U = ((%s’ay’ 5
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H,

w

fVas]
-
-
L

0A, N 0A, n 0A,
ox dy 0z

. ] _(0A., 0A, 0A, O0A. 0A, 04,
Rotationnel : V A A = < 9y 5 on . 9y )

U U QU
aﬂ+aw+a%aAzzA&¥+A%@+A&Z.

Divergence : VA=

Laplacien : AU =

e Coordonnées cylindriques :
le point M est repéré par ses coordonnées (7, ¢, z) dans le triedre direct orthonormé (e, €y, €-) avec OM =
r € + z €,. Les coordonnées vérifient r > 0, ¢ € [0,27] et z € R.

A

M .

- — — — - — — — — — —

Y

Déplacement élémentaire : dl = dré, + rdy €, + dz €,

Différentielles : la direction de €, et €, dépend de . Au cours d’un déplacement élémentaire, la variation de
ces vecteurs est de,. = dy €,, dé, = —dp €.

Elément de volume : d7 = dr rdp dz = rdrdedz
et de surface : dS = rdpdz (r fixé) ou bien dS = rdrdp (z fixé)
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. oU 10U oU
Gradient : ?U = <8r’r8<p’az>

187‘A)+18A¢+6Az
r  or r Oy 0z

. ] ~_ (10A., 0A, 0A, O0A. 10(rA,) 104,
Rotatlonnel.e/\X = <r 9 9 5s 5 o R

Divergence : ? Z

. . 10 (0U 1 0°U 9%U
Laplacien scalaire : AU = . ( B > 2o 4+ = 557
Laplacien vectoriel :
AA, 22 < )
AA = AA . — 2 (04, J
voor2 8@ 2
AA,

e Coordonnées sphériques :
le pomt M est repéré par ses coordonnées (7,0, ¢) dans le triedre direct orthonormé (€., €y, €,,) avec avec
OM = r €. Les coordonnées vérifient r > 0, 6 € [0, 7] et ¢ € [0, 27].

M/ ¢,

€

9 }_(' Y

Y

R \ (jl i
|

Déplacement élémentaire : dl = dr &. + +rdf & + rsin Ody e,

Différentielles : la direction de &, & et €, dépend de 6 et ¢. Au cours d’un déplacement élémentaire, la
variation de ces vecteurs est
de, = df &y +sinfdyp é,, déyg = —db €. — cosbOdp e, dé, = —sinfdy €, — cosfdy €y
Elément de volume : d7 = dr rdf r sin Odp = r2 sin Odrdpdd
et de surface : dS = 72 sin Odyp df (r fixé)
ou 10U 10U
Or’r 00 rsinf dp
1 0(r2A,) 1 O(sinfAy) 0A,
Divergence : VA= + ( 50 + Do

r2 87’ rsin @

Gradient : ?U = (
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Rotationnel - ? A y < 1 (8(s1n0A¢,) _ 8A9) , 1 04, la(rAcp)7 1 (8(1"A9) B 86/;,,
r

00 dp or

. . 1 92 1 o, . oU 1 0°U
Laplacien scalaire : AU = ;W(TU )+ sinf—-) + oy 87902

rsingd dp r Or

rsinf

72 siHG%( 00

Laplacien vectoriel :

2 A
AA, — Tand sinfA, + 3(sin 0A,) + 04, ‘p>
i

r2sin6 00 Op
2 0A Ay 1 0A
AA=| Adp-— (—snoZr ?
® " 12sing sin6 00 * 2sind * tanf Oy )

2 0A, 1 04 A,
Op  tanf Jp  2sinf
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