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Glossaire

voir également certaines définitions dans les tableaux récapitulatifs

R ensemble des nombres réels
R" espace des matrices colonnes & coefficients réels
C ensemble des nombres complexes
(o espace des matrices colonnes & coefficients complexes
x; objet x indicé par un entier %
(a b) matrice 2 x 2
c d
a b ) . .
. d‘ déterminant de la matrice
B base vectorielle
2 identification entre quantité vectorielle (& gauche)
et matricielle (a droite dans la base B)
{0} espace vectoriel réduit au vecteur nul
® addition d’espaces vectoriels (sans intersection)
tA transposition matricielle
uv produit scalaire ou hermitien en notation classique
(ulv)y produit scalaire ou hermitien en notation de Dirac
av angle entre les vecteurs u et v

X produit vectoriel souvent noté A dans la littérature
® produit tensoriel

A% volume (d’un triédre) ou son aire (en dimension 2)
J l'opérateur identité

O I'opérateur nul

AoB composition des opérateurs A et B
AB produit matriciel des matrices A et B
Af adjoint de l'opérateur A
AT adjoint de la matrice A
tr(A) trace de 'opérateur A
tr(A) trace de la matrice A
det(A) déterminant de 'opérateur A
det(A) déterminant de la matrice A
X polynéme caractéristique
At inverse de l'opérateur A (au sens de la composition)
At inverse de la matrice A (au sens du produit matriciel)
P+9Q addition des opérateurs P et Q



si et seulement si

I'expression ezp, est définie par (ou bien définit) exp,
équivalent

a peu prés égal

I’ensemble A est inclus dans ’ensemble B
I’ensemble A contient I’ensemble B
intersection des ensembles A et B

union des ensembles A et B

I’ensemble A moins I'ensemble A N B
intervalle fermé (a < b deux réels)
intervalle fermé a gauche et ouvert & droite
intervalle ouvert a gauche et fermé a droite
intervalle ouvert

singleton ne contenant que a

ensemble de n éléments

ensemble vide

ensemble des entiers naturels

ensemble des entiers relatifs

ensemble des nombres rationnels

N\{0}

Z\{0}

Q\{0}

R\{0}

ensemble des réels positifs

R\ (0}

fermeture de I’ensemble A

plus grand élément de I’ensemble A

plus petit élément de ’ensemble A

limite supérieure de A

limite inférieure de A

symbole de Kronecker, d;; = 1 quand ¢ = j, d;; = 0 sinon
tenseur de Levi-Civita, £103 = €931 = €312 = 1,

€321 = €213 = €132 = —1, dans tous les autres cas g;;; = 0
presque partout

confere

et cetera

respectivement

id est

ce qu’il fallait démontrer



Sl

le nombre imaginaire
la fonction cosinus

la fonction sinus
sin(7x)

la fonction sinus cardinal égale a x — —

exponentielle de x

exponentielle complexe égale a cos(x) + isin(x)
logarithme népérien

la dérivée d’une fonction z — f(x)

partie réelle du nombre complexe z

partie imaginaire du nombre complexe z
nombre conjugué de z, égal a R(z) — 1¥(z)
image de 'argument z par la fonction f
généralement puissance p®™° de x pour le produit ordinaire
dérivée po™e de f

n prend les valeurs ¢ ou j

n prend les valeurs de ¢ & j

proportionnel

somme des éléments dont l'indice varie de ny a no
somme d’éléments d’indice i (plage implicite)
produit d’éléments d’indice @

limite quand x tend vers x,

limite par valeur positive = lim
T—T
z>zcc:

limite par valeur négative = lim
—ZTo

T<To
lim f(z)
ozl

lim f(z)

T—To

valeur absolue ou module du nombre x
norme de la fonction f

support de la fonction f

transposée de la fonction f
transformation de Fourier

ensemble des fonctions p fois dérivables dont la dérivée p®™¢ est continue

ensemble des fonctions infiniment dérivables



Partie 1

Espace vectoriel de dimension finie



A Espaces : définitions et propriétés

1 OBJETS FONDAMENTAUX

a Espace vectoriel
a Définition

On introduit E un espace vectoriel sur C, I’ensemble des nombres complexes. C’est
un ensemble muni de I’addition interne et du produit externe par un scalaire. On écrit :

V(z,y) € E?, ¥(o,8) e C?, ax+fPyckE.

Par définition, 'addition des vecteurs est associative et commutative. Il existe un
élément neutre, qui est le vecteur nul 0 et chaque élément x € F posséde un opposé z’
tel que z + 2’ = 0.

La multiplication par les nombres complexes est associative, ce qu’on écrit :
V(A 1) € C2 Vo e E, AM(uz) = (Au)z. Par ailleurs, 1 est 'élément neutre, ce qui s’écrit
Vz e E, lx = x. Enfin, il y a deux propriétés de distributivité, qui s’écrivent

¥(a,6) € C*, ¥(z,y) € B, (a+ Bz =(az)+(Bz) et alz+y)=(az)+ (ay).

B Propriétés

On démontre les deux propriétés de base

Vee E, 0x=0 (1)
(—Dz =2’ (2)

ou z’ est 'opposé de x dans (2) ; dans (), le premier 0 du facteur Oz est le nombre zéro,
tandis que le 0 du second terme est le vecteur nul. (2]) justifie qu’on note toujours —x
I'opposé d’un vecteur x, sans crainte de confusion avec la multiplication par —1.

On considérera dans ce cours des espaces vectoriels sur C. On dira plus loin un mot
des espaces vectoriels sur R.

b Vecteurs

a Définition

Soit E un espace vectoriel. Les vecteurs sont les éléments qui composent E.
On les note de différentes fagons : x, x, #. On introduit également la notation de Dirac
en notant un vecteur par un ket |x).



B Vecteur nul

Un espace vectoriel contient au moins un élément, le vecteur nul. On le notera 0 ou
0, y compris en notation de Dirac, on a donc |0) = 0.
Le plus petit espace vectoriel est {0}, espace réduit au vecteur 0, qu’on appelle espace nul.[l

c Opérateur vectoriel
a  Définition

Soit E un espace vectoriel sur C. On appelle opérateur linéaire ou opérateur vectoriel
toute application linéaire M de E dans F, i.e.

M: E—-FE

w o Mu V(z,y) € E?, V(a,B) € C?, M(au + pv) = a(Mu) + f(Mv) ,

ol Mu est 'image de u par 'application M.

B Notation de Dirac

En notation de Dirac, la linéarité s’écrit M|au + fv)y = aM|uy + SM|v) ou il est
indispensable d’écrire 'antécédent (=’argument de M) dans le ket |).
v Image du vecteur nul

L’image du vecteur nul par un opérateur vectoriel M est lui-méme, ce qui s’écrit, en
notations de Dirac,
VM opérateur, M|0) =0 .

Démonstration : on a |0) = 0]|0), ou on lit dans le second membre le nombre complexe zéro
fois le vecteur nul. D’ot, en utilisant (), M|0) = M|0 x 0) = 0(M]|0)) = 0.
6 Valeurs propres et vecteurs propres

Soit A un opérateur quelconque, A est une valeur propre de A, et |uyy # |0) sont
les vecteurs propres associés, si et seulement si

‘A|U)\> = )\‘U)\> .

L’espace vectoriel engendré par I’ensemble des |u) ), pour une valeur propre A fixée,
est noté E) et appelé espace propreld. On a, pour tout couple de valeurs propres (A, '),

EA(WE)\/:{O}<:>)\7&)\/.
On a la propriété suivante : tout opérateur admet au moins une valeur propre. Ce
résultat est faux dans les espaces vectoriels de dimension infinie.
€ Polynéme caractéristique

Soit A un opérateur, son polyndome caractéristique est x(X) = det(A — X7J). Alors,
les valeurs propres de A sont les zéros de y.

1. On qualifie un tel espace vectoriel de trivial, ici trivial ne signifie pas “facile” mais “atypique”.
2. Bien que parfois non respectée, cette convention est indispensable pour la cohérence des notations.
3. Formellement 0 € E,, mais un vecteur propre |ux) ne peut étre nul (on cherche une base de E3).
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d Forme sesquilinéaire
a  Définition

Soit E un espace vectoriel sur C. On appelle forme sesquilinéaire toute application
Q de E x E dans C, linéaire a droite et semi-linéaire a gaucheﬂ ce qui s’écrit

Q: ExE—-C V(x,y) € E? Qu,av + pw) = aQ(u,v) + BA(u,w),
(u,v) — Qu,v) V(a, B) € C? Qlau + fv,w) = aQu,w)+ B2v,w),

ot Q(u,v) est I'image de (u,v) par lapplication Q. On note que son action sur u est
différente de celle sur v.

B Notation de Dirac

En notation de Dirac, on note I'image (u|Q|v); la linéarité a droite s’écrit
(u|Qlaw + pw) = alu|Qv) + B{u|Qw) tandis que la semi-linéarité a gauche s’écrit

{au + po|Qw) = T (u|Q|w) + B (v|Q|w).

e Forme hermitienne

Une forme sesquilinéaire Q définie dans F est hermitienne si elle est de plus symé-
trique, c’est-a-dire qu’elle vérifie, en notation de Dirac,

V(z,y) € E*, (y|Qz) = (x[Qly) .

On appelle (x|Q|y) produit du couple (|z), |y)) par la forme Q. A toute forme hermitienne
peut étre associée une métriqueﬁp

f Forme hermitienne définie positive

Une forme hermitienne Q dans E est dite définie positive si elle vérifie de plus les
deux conditions suivantes, en notation de Dirac :
Vue FE, (u|Qluy =0
ulQuy =0 < |uy=0.

On peut lui associer une métrique dite euclidienne, qui présente des propriétés particu-
liéres.?

g Forme linéaire

Une forme linéaire est une application linéaire d’un espace vectoriel E dans C, le

corps des complexes, ce qui s’écrit :
. E->C
T o M@ e B V() e C plaut fu) = aplu) + Belv)

ot p(u) € C est 'image de u par l'application ¢.
On note E* D'espace des formes linéaires. C’est, par définition, le dual de E.

4. Ce choix est courant mais arbitraire, on peut également définir linéaire & gauche et et semi-linéaire
a droite, ce que font certains auteurs.

5. On n’étudiera, dans la section sur les bases, que les métriques euclidiennes, définies ci-aprés.
Citons, parmi les métriques non euclidiennes, la métrique de Minkovski utilisée pour décrire l'espace-
temps de dimension 4 en relativité générale, qui est définie non positive (les valeurs propres sont 1 et
-1).
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2 HESPACE HERMITIEN

a Produit hermitien
o FExistence

Quand F, espace vectoriel sur C, est de dimension finie, on peut toujours introduire
un produit hermitien, associé a une forme hermitienne G définie positive. E, muni de ce
produit, est appelé espace hermitien.

B Propriétés

Notons que G est une forme sesquilinéaire :

G: ExE—-C VY(wy)e E? G(u, av + pw) = a§ 3
(u,v) — G(u,v) ¥(a,B) € C? S(au + Bv,w) = aS(u,w) + B G(v,w). (3)

Elle est de plus symétrique :

V(xz,y) € B°, S(y,z) = S(z,y) . (4)
Enfin, elle est définie positive, donc on a les relations

Vue E, S(u,u) =0 (5)
S(u,u) =0 < u=0. (6)

@) se lit “G est positive” et (@) se lit “G est définie”. G étant une forme hermitienne
définie positive, on lui associe une métrique g euclidienne.
~v Notations

De fagon standard, on note §(u,v) = u.v. Remarquez que G est implicite dans la
notation, qui cache les détails du produit hermitien, donc de la métrique.

En notation de Dirac, on note G(u,v) = (u|v). La propriété de symétrie () s’écrit
alors (y|x) = (x|y). La dissymétrie entre ’action de G sur |u) et celle sur |v) se traduit
par le fait qu’on écrive un bra pour le premier et un ket pour le second.

b Norme
a Définition

A ce produit hermitien est associée une norme || |, définie par |u| = /G (u, u). Grace
a (B)), la racine est toujours réelle, donc la norme bien définie.

B Distance

A cette norme est associée une distance d, la distance entre deux vecteurs u et v
s’écrit d(u,v) = |u — v|. Grace & (@), la distance entre deux vecteurs différents est
toujours strictement positive, on dit que la distance sépare les vecteurs.

~v Conwversion entre notations

On peut écrire |u| = y/u.u = 4/{ulu)y, ou les notations sont explicites.
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& Multiplication par un complexe
La sesquilinéarité du produit hermitien (3] implique
[Aul = [A[ Ju]  VAeC. (7)
Démonstration : soit un vecteur |uy et A € C, on a
[Au| =" +/5(Au, Au)

A G(u, u)
Al ul,

ou on a appliqué (3) une fois & gauche et une fois a droite simultanément.
e Inégalités
On vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz, qui s’écrit en notation de Dirac :
[Kulv)l < ful o] - (8)
De méme, on vérifie I'inégalité triangulaire

[l = Fol| < llu £ o <l + ol - (9)

¢ Identité de polarisation

On peut exprimer le produit hermitien & partir de la norme grace a 1’égalité suivante :

Ju+ 02 = u = o2 = ifju + 0] + i — i
Culoy = ) . (10)

¢ Théoréme de représentation de Riesz
a Enoncé

Quand E est de dimension fini, on démontre le résultat suivant : a toute forme
linéaire @ est associée un vecteur v de sorte que

Vue E, ¢(u)=G(v,u) (11)

ol §G est le produit hermitien associé & une métrique euclidienne.d
Par conséquence, on notera systématiquement ¢, toute forme linéaire, ot v est le
vecteur tel que ¢, (u) = §(v,u) pour tout u € E.

B Notation de Dirac

On notera par un bra (v| la forme linéaire ¢, de sorte que la relation (II]) s’écrit

l(|uwy) = Cvlw)

ce qui explique l'intérét de ces notations. Attention toutefois & la métrique qui se cache
sous le produit hermitien.

6. Ce théoréme est valable quelle que soit la métrique. Il découle de la bijection entre E et E*.
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v Semi-linéarité

L’application, de E dans E*, qui associe u +— , n’est pas linéaire mais semi-linéaire,
ce qui s’écrit B
V(:c,y) EE2a V(O‘aﬁ) E(C2, Pazx+ By :agpm+5@y
Démonstration : soit u € E, soit (z,y) € E? et (o, 3) € C%, on a
Paxtpy(u) = G(ax + By, u) = @ G(x,u) + B Gy, u) = T py(u) + Bpy(u) C.QF.D.
En notation de Dirac, la semi-linéarité s’écrit
¥(z,y) € B, ¥(a,f) € C?,  {ax + fy| =ale[ + Bl

ou on note qu’il faut écrire d’abord les combinaisons vectoriellement dans les bra ou
ket, comme expliqué plus avant, sinon ce dernier calcul donnerait un résultat incorrect.

d Géométrie hilbertienne
a Vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs |u) et |v) sont orthogonaux (u L v), si et seulement si (u|v) = 0.

B Vecteurs paralléles
e On rappelle la définition formelle du parallélisme :
u|v < 3(p,v) # (0,0), pu+vv=0
qui s’écrit plus simplement, quand u # 0,
dx # 0, v =J\u.

e A partir de la formule (§), on introduit le critére suivant :
Deux vecteurs |u) et |v) sont paralléles si et seulement si I'inégalité de Cauchy-
Schwarz est une égalité, c’est-a-dire

[Kulvpl = alfv] -
e Enfin, spécifiquement & trois dimensions, on a également le critére
ulve<=uxv=0

ol x désigne le produit vectoriel.

3 BASES

a Existence

Soit un espace vectoriel de dimension finie E, on démontre 1’existence d’une base,
qu’on notera B = {ey,...,e,} (ou B = {|e1),...,|en)} en notation de Dirac). Le nombre
n est un invariant de ’espace F, appelé dimension de I'espace.

Par définition, tout vecteur v € F admet une décomposition unique dans la base
B, ce qu'on écrit en notation de Dirac,

W>=§:MED

ou U; € C sont les composantes du vecteur dans cette base.

7. Dans le cas de I’espace nul, la dimension est n = 0 et la base B = (.

14



b Base réciproque

Soit une base B = (Je1), -, |en)) d'un espace vectoriel E de dimension n. Il existe
une base réciproque B = (|eF), -, e} )) définie par
V(Z,j) € {1..n}2, <6;~k‘€j> = 52‘]‘ . (12)

On vérifiera qu’a B correspond une base B unique.
La base BT = {(e¥|,---,{e¥|} est la base duale (définie dans E*) de la base B.

¢ Décomposition des bra et des ket

a Représentation d’un vecteur
Ux
Soit un vecteur |u), on le représente dans la base B par la matrice colonne U = :

et on a U,

uy = Y Ullesy 2 U ; (13)
=1

les composantes U; sont dites contravariantes.
On peut également décomposer un vecteur |u) dans la base B et introduire ses composantes
covariantes Uf", - -+, U, telles que

juy = Y, Ulel (14)

B Composantes d’un vecteur

Soit |uy € E, qui se décompose selon ([[3]), ses composantes contravariantes s’écrivent

Ui ={ef|w|; (15)
Démonstration : on a
n n
(efluy = <ef 2 Ujej> = Z Uj{eilejy =U; C.QF.D.
1 —t ——
J J
=68ij
|u) se décompose également selon ([[d]) et ses composantes covariantes s’écrivent
(16)

Démonstration : on a

uy = <€L

(e;

——

=8s;

i Ufet ) = Z UF (eile¥y = UF  C.QF.D.
j=1 j=1

15



~ Décomposition des formes linéaires

*
[ 7<6n
dans cette base sont dites covariantes et s’écrivent U*, ou U} sont les composantes covariantes
de |u). Cela s’é¢crit :

Un bra (u| se décompose de fagon unique dans la base Bf = {(et }. Ses composantes

n

Cul = Y, UFCeF] - (17)

i=1
Démonstration : il suffit de faire I’adjoint de la relation (I4]).
Ces composantes sont U = (ule;) = {e;|u).

De fagon analogue, on décompose une forme linéaire (u| dans la base BT = {(eq],- -+, {en|}
et introduire ses composantes contravariantes 71 cee ,U_”, telles que
n
ul = > Tiei| - (18)
i=1
Ces composantes sont U; = (ulef) = (e¥|u).

& Représentation des formes linéaires

On représente le bra (u| dans la base Bt par une matrice ligne, selonfd

@2ut=| ) =T - TR

d Représentation des opérateurs
a Décomposition d’un opérateur dans une base

Soit la base B, soit un opérateur vectoriel M, il se décompose sous la forme :

M = 3, Malene] (19)

ou les |ef) sont les vecteurs de la base réciproque B.

B Action d’un opérateur sur un vecteur

Soit M un opérateur vectoriel et une base B = {le1), -, |en)}. L’action de M sur
le;) s’écrit
n
Mle;) = -21 Mjile;) (20)
J:

oll on notera attentivement 1’'ordre des indices.
Démonstration : on part de (I9])

*
Mley = D, Mjiley) (ekles)
j=1..n —
k=1..n =0k
n
= ) Mjilej) .
7j=1

8. Matriciellement, I’adjoint AT d’une matrice A est définie comme la transposée et complexe conju-
guée de A, AT = YA ou ~ représente la conjugaison complexe.

16



Soit un vecteur |u), I'action de M sur |u) s’écrit

Muy = > UiMjile;) = ) <Z MjiUz) lej) = ZIMUJ]‘\GJ‘> :

j=1 \i=1

i=1l..n
j=1l..n

Démonstration : la premiére égalité découle de (20) par linéarité. Ceci prouve que

Mluy 2 MU.

~v Composantes d’un opérateur
Soit M un opérateur vectoriel et une base B. Les composantes de M sont données

(21)

par
M;; = {ef|Mle;)

Démonstration : on écrit
(ef[Mlejy = <€7|< > Mkz|6k><€7|>lej>
b
= > My deflery(efles)

—

=8k =815

6 Représentation matricielle d’un opérateur
La matrice des composantes M;; associée a un opérateur M dans une base B peut

étre utilisée directement dans ’algébre matricielle.
Soit |u) un vecteur et U le vecteur colonne qui est sa représentation matricielle dans

la base B. Soit M|u) I'image de |u) par cet opérateur, on a :
Z?=1 MljUj My - My, Uy
: : : C l=MU,

2 - : .

Mluy
21 Mn;U;j

autrement dit, 'action de M sur |u) correspond au produit matriciel de M par U.
De plus, on peut a l'aide de (20)) calculer directement M par 'observation suivante :

les colonnes de M sont les images des vecteurs de base (dans leur propre base).

On peut le vérifier sur un exemple :
1 My,

M|61>:M11|61>+~~-+Mn1|en><:>M 0= :
: Mnl

ou l'on observera également 1’écriture vectorielle.

e Opérations sur les opérateurs

Nous étudions dans cette section la composition des opérateurs, leur trace et leur
déterminant. Ces opérations sont définies a partir des composants mais ne dépendent pas
du choix de la représentation, comme cela sera prouvé au chapitre sur les changements

de base.
17



o Produit

La composition des opérateurs Ao B, qu’on écrira aussi simplement AB, correspond
au produit matriciel AB.

Démonstration : soient A et B, deux opérateurs, on note C' la matrice représentant
le produit A o B. Elle a pour composantes

Cij = (ei[ABlej) = (ef|A <Z Bkj\€k>> = (ef| D BrjAuwler

k=1 k
l

1.n
1.n

n
= Z Byj A {efler) = Z AiByj = ABJij ;
k=1.n — 4
l

l.n =0;1

c’est vrai Vi,j = 1..n, on a finalement C = AB.

B Trace

e Soit un opérateur A et la matrice A le représentant dans la base B. On définit
la trace de la matrice A, que l'on note tr(A), par la somme de ses éléments
diagonaux :

tr(A) = > Ay (22)

On montrera dans ce cours que la trace est invariante par changement de base.
Aussi peut-on définir la trace de 'opérateur A, et noter tr(A), la trace de 'une
quelconque de ses représentations matricielles. On en déduit les résultat sui-
vants,[] qu’on peut aussi établir directement.

e La trace vérifie les propriétés suivantes

tr(fll + AQ) = tl“(fh) + tr(AQ) tr(f[l o Ag) = tr(ﬂg o Al)
et dans B, tI‘(Al + Ag) = tr(Al) + tI‘(AQ) tr(AlAQ) = tr(AQAl)

Ce résultat n’est pas trivial car la composition des opérateurs est non commuta-
tive, de méme que le produit des matrices qui les représentent.

e Quand un opérateur est diagonalisable, la trace est la somme des valeurs propres.

v Déterminant

e Soit un opérateur A et la matrice A le représentant dans la base B. On définit
le déterminant de la matrice A, que l'on note det(A), par

det(4) = 33 €(o) [T Air | (23)

€S,

ol n est la dimension de l'espace, S, ’ensemble des permutations a n éléments
et €(o) est la signature d’une permutation o.

e Le déterminant vérifie la propriété suivante : soit les représentations A; et As
dans la base B des opérateurs A et Ao,

det(AlAg) = det(Al) det(Ag) .

9. Sionpose A = AjAs et a = (A2)7',ona A1As = Aet AyA; = a ' Aa = A’ ot A’ est la matrice
de A représentée dans une nouvelle base, cf. la suite du cours.
10. Ce résultat se généralise mais cela nécessiterait de définir les valeurs propres dans tous les cas a
I’aide de la représentation de Jordan.
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e Le déterminant est invariant par changement de base[l]. Aussi on peut définir
le déterminant de l'opérateur A, et noter det(A), le déterminant de l'une quel-
conque de ses représentations matricielles.

e La propriété précédente se généralise immédiatement pour les opérateurs :

det(Al o Ag) = det(/ll) det(ﬂg) .

e Quand ils sont diagonalisables, leur déterminant est le produit des valeurs propres.!!

0 Inversibilite

On rappelle le résultat fondamental, en dimension finie : soit A, un opérateur, les
trois propriétés suivantes sont équivalentes :
o A est inversible
e Son déterminant det(A) # 0.
e (0 n’est pas valeur propre de A.
On a les cas particuliers suivants :
e En dimension 2, il est utile de connaitre I'expression de A~!, & partir de l'ex-

pression de A. Soit A = (CCL Z), tel que det(A) = ad — be # 0, on a alors :

1 d —b
Al= ——
ad—bc<—c a>

e En dimension 1, Vinverse est (a)~ ' = (L.

e Pour les dimensions supérieures, il faut dégager systématiquement la structure
d’une matrice en blocs de dimensions inférieures ; en particulier, si les blocs sont
de dimensions 1 ou 2, I'expression de 'inverse s’obtient directement, comme dans
I’exemple suivant :

d b
a b 0 ad—bc " ad—bc 0
soit A=[c¢c d 0 alors A7 = | == % 0
0 0 e 0 0 1

f Représentation d’une forme sesquilinéaire
a Décomposition d’une forme sesquilinéaire dans une base

Soit la base B, soit une forme sesquilinéaire Q, elle se décompose sous la forme :

Q = 3 Quler)e]] (24)
ij

ou les |ef) sont les vecteurs de la base réciproque B.

11. Démonstration : d’aprés la propriété précédente, on a det(A;Az) = det(A2A41) puisque la mul-
tiplication est commutative dans C. Par suite, en utilisant les mémes notations que pour la note [@ il
vient det(A’) = det(A).

12. On écrit encore que le noyau ker(A) = {0}, ou on rappelle que ker(A) = {|u) tel que Alu) = 0}.
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B Action d’une forme sesquilinéaire sur deux vecteurs

Soit Q une forme sesquilinéaire et une base B = {|e1),---,|en)}. L'action de Q sur
le;) & gauche et |e;) a droite, on dira le sandwich de Q entre e; et e;, s’écrit

(eilQlej) = Qi | (25)

Démonstration : on écrit

CeilQlejy = <ei\< > ka|62><67|>\€j>

k=1..n
l=1..n
= Qui{eiler) {efle;)
k=1..n S
l=1..n =61k :51]
= Qi -

Par sesquilinéarité, le sandwich de Q entre u et v s’écrit

(u|Qfv) = Z UiV;Qij - (26)

i=1..n
j=1l..n

v Représentation matricielle d’une forme sesquilinéaire

La matrice des composantes ();; associée a une forme sesquilinéaire Q dans une base
B peut étre utilisée directement dans ’algébre matricielle.

Soit |uy et |v)y deux vecteurs, U et V les vecteurs colonne qui les représentent ma-
triciellement. On a

o Qu - Qum 1%
@loy 2 (X TQuYi) = (T Ty | 1 || |=utmy,
autrement dit, le sandwich de Q entre u et v correspond au double produit matriciel
de VT par M puis par v.13 Attention, tout sandwich est un scalaire, donc un nombre

complexe.
g Meétrique euclidienne
On consideére dans toute la section un espace £ muni d’une forme hermitienne définie
positive G et d’'une base B = {(|e1), -, |en)}-
a  Définition

Le produit hermitien étant bien défini, on peut définir la métrique g associée a
cette base par

9ij = <€i‘€j> . (27)

13. Attention, 'ordre est essentiel ici puisque I'algébre matricielle est non commutative.
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B Décomposition du produit hermitien

Le produit hermitien des vecteurs |uy a gauche et |v) a droite, dans une base B
quelconque, s’écrit :

(ulvy = :; i 9i Vi - (28)

Démonstration :

(ulvy = <Zf: Uie;

szlvjej>= 2 m<e_i|g¢;>.
= =9Yij

On aurait pu appliquer directement (26]). Matriciellement, ce produit s’écrit

gin ot gin Vi
(U = Up) | ¢ 0 L =UTgv
gnl - YGnn 7

v Propriétés de la métrique

«gi—g
Démonstration : on a {ejle;) = {e;lej) puisque G est hermitienne. Cela s’écrit
exactement g;; = g;;.

e g est inversible < G est définie; on dit que la métrique est définie.
Démonstration : cela découle du théoréme de décomposition polaire qui suit.

e g a toutes ses valeurs propres positives < G est positive.
Démonstration : cela découle aussi du théoréme de décomposition polaire.

0 Théoréme de décomposition polaire
La métrique g est définie positive si et seulement s’il existe une matrice 8 inversible (a
valeur dans C) telle que
g=8"5.
Démonstration : dans le sens direct, la démonstration la plus naturelle fait intervenir les
changements de base, et sera étudiée ultérieurement.

Dans le sens indirect : soit 3 inversible, telle que g = B3, calculons |[ul| pour |u) =
> Uileiy #0

n n
9=PB"B8 <= gj=> BLBri= ) Bribr
k=1 k=1

don  [ulf® = Z Uigi;Uj = Z UiBriU;Br;

i=1..n i=1..n
j=1..n j=1l..n

= > D UBk
k=1]| 1

—_———
=V, avec V=8U

= [VI?

or V # 0, sinon, on aurait U = 0 < U vecteur propre de valeur propre 0 < [ non inversible,
absurde.

Dot finalement |uf 2 |V > 0.

Il faut bien interpréter I'égalité |u| 2 [V']| : la norme de u vecteur € E, muni de la métrique
g, est identique a celle de V', vecteur colonne € C", muni de la métrique canonique euclidienne
associée du produit hermitien UTV = Zi U, V;.
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e Volume de la cellule unitaire

Le volume["] de la cellule unitaire définie par les vecteurs |e;) de la base B s’écrit

V= 4/det(g) |. (29)

h Adjoint

On définit formellement ’adjoint des objets définis dans un espace vectoriel E. C’est
une généralisation de la conjugaison complexe a tous les objets définis dans F.

i
On note AT 'adjoint d’un objet A. Par définition, on a <AT) =A.

a Adjoint d’un scalaire

L’adjoint d’un scalaire est son complexe conjugué : soit a € C, a' = @.
Cette notion s’étend aux nombres complexes qui peuvent étre rencontrés dans toute
expression et s’interprétent alors comme des facteurs scalaires.

B Adjoint d’un vecteur et d’une forme linéaire

Soit |u) un vecteur, son adjoint est la forme (u| représentée par un bra, ce qui s’écrit

(J))" = Cul.
Réciproquement ((u|)" = |u).
v Adjoint d’un opérateur
Soit A un opérateur vectoriel, son adjoint A" est tel que,

Yy, [v) € B, (ulATjo) = (wlAfu) .

6 Adjoint d’un produit d’objets

Soient A et B deux objets (ga peut étre des vecteurs, des formes, des opérateurs,
des scalaires). On a

(AB)T = BIAT . (30)

Ezemple : Soient |u) et |v) deux vecteurs, et A = (u|v) leur produit hermitien, on a

Q) =X = AT = (Cullo)" = [0) ¢l = (vl

ce qui redonne () en notation de Dirac.
i Norme des opérateurs
a Définition

Dans les espaces vectoriels de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

On utilisera pour les opérateurs la norme |||, définie par : soit O un opérateur,
0]
I10]] = sup
xeE x|

14. Attention, ce volume ne peut étre défini qu’en référence & une base orthonormeée. Comme la
base canonique B ne l’est a priori pas, il faut en trouver une, cf. section [BHE

15. On peut aussi utiliser la norme liée aux composantes de la matrice : soit M un opérateur, cette
norme s’écrit [M|s = 3, |M;;)?, ot M est la matrice le représentant dans une base B. Comme cette
norme dépend de B, on peut également utiliser i%f [M|z.

22



Propriétés
e Soit O un opérateur, ||Of| = 0 si et seulement si O = 0. C’est la propriété de
séparation.

e La norme |||| vérifie la propriété d’homogénéité (7).
Démonstration : soit A un opérateur de Ef et A € C, on a

Vxe E  |MMx|= |\||Ax]
done  sup || = sup A[|Ax] = || sup |x|
xel

xel
soit IAA]I= IAI AL

e La norme |||| vérifie la relation triangulaire (@I).
Démonstration : soient A et B deux opérateurs de F, on a

VxeFE [(A+ B)x|= |Ax + Bx| < |Ax| + ||Bx]

donc sup (A + B)x|< sup [Ax] + || Bx| < sup [Ax] + sup | Bx||
xeE

soit 14+ Bll< 141 + 18]

etvxc B |(A-B)x|= [ Ax - Bx| > [lax] - |Bx||

donc sup (A + B)x|> sup ‘HAXH x| > ‘bug x|~ sup [Bx|

€ Xe
soit [lA + Bl|=

e Soient O et P deux opérateurs, la norme de leur composée est inférieure ou égale
au produit de leur norme :

O o Pl < (IO 1] - (31)
Démonstration : soit x € E, on a
[0PE)] = [0(P))] < 0[P < IO 1P x|

d’oit le résultat en prenant le sup pour x € E.
e Soit O opérateur, on a

(Kxl0ly)]

O] = sup (32)
xepyer X[ [yl
) o : [x|oly))| N
Démonstration : montrons d’abord  sup ot < [lO]|. D’aprés I'inégalité de Cauchy-
xeEyeFE

Schwarz (&), on a

[Kxl0ly)| = [(x|0y)| < Ix[ [0y] < x| [y lllOll

d’ott le résultat en divisant par les normes et passant au sup.

|¢xjoly)]

T = IOl Pour x = Oy, on a

Montrons pour finir  sup
ceEye

&Oly)  Joy|* oyl

x|0ly) = (x|0y) = (Oy|O]y) = |0y]|? d = =
|0y = <x|0y) = <Oy10ly) = |01 Iyl ~ 1951151~ vl

HOyT‘LH

o [IO]], on observe que, soit x, = Oy,, ¥n € N*,

choisissons une suite y,, telle que

GalOlyny _ [Gxal0ly)
HXnH HynH HXnH HynH

-~ o]
ce qui prouve le résultat recherché.
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e Soit O un opérateur, son adjoint a la méme norme,
llo™]I = fio] - (33)

Démonstration : soit x € F et y € E, on a, d’aprés ), (x|0Ty) = (y|Ox), donc
(Kx|0Ty)| = [(y|Ox)|. Comme c’est vrai Vx € E, Vy € E, on a le résultat annoncé en
divisant par |x|| |y|| et passant au sup.

e Soit O un opérateur, on a

2
llof* = [jo*o]| = oo (34)
Démonstration : soit x € F,
J0x|* = (Ox|0x) = (x|0T0]x) < [x[*[|0TO||

en utilisant (BF). En divisant par |x|2, on obtient [|O[* < [|OtO]].
Pour montrer ||O[* = [|O1O]|, on applique @I :

llofoll < llofjiol|

puis [B3) pour finir. Pour démontrer la formule avec les opérateurs dans le sens O OT., il
suffit de refaire la démonstration avec OT a la place de O.
e Soit O un opérateur diagonalisable et A1, A, ses valeurs propres (éventuellement
égales). Alors,
O]l = max{|A;[, 1 < i < p} ;

la norme d’un opérateur diagonalisable est la plus grande valeur propre, en module.
Ce résultat est faux si 'opérateur n’est pas diagonalisable. Par exemple, la norme
d’un opérateur nilpotent est non nulle alors qu’il n’admet que la valeur propre zéro.
e Les opérateurs O de norme finie sont continus : la propriété ||O]| = K < o
exprime la continuité usuelle. En dimension finie, tous les opérateurs linéaires
sont bornés et donc continus.

j Représentation de la base réciproque

On considére une base B = {(Je1), -, |en)} et la métrique euclidienne g associée. On note
la base réciproque B = {|ef), -, |eX>}. On montre la relation de décomposition
lef) =297 Niiles |- (35)
J

On forme des lignes des vecteurs de base, et on écrit (BH) formellement, en utilisant[M g;jl = gj_i1 :

(lef) - len>) = (ler en)) gt

1
e;» ont une représentation triviale dans leur propre base B, comme F; = 0

Les vecteurs

Alors ([[2), qui s’écrit (EZ-*)TgEJ- = 0;; Vi,j = 1l.n et [B3) donnent

(97 )i
B — :

2

(gil)ni

16. L’inverse d’une matrice hermitienne est hermitienne, il suffit de prendre les inverses, membre a
membre, de gT = g. On peut également montrer que g~! est la métrique associée a la base B, donc
hermitienne.
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Démonstration de @BH) : il est légitime de partir du résultat, du moment que l'on vérifie
bien I'équation ([I2) et grace a 'unicité de la base réciproque. On calcule

(e (Z(gl)k]’ €k>> = 2<6i (97 Drjlery
k k
= Y (g7 ks Ceilen)
& S~——
=9ik
-1
= (997");; =i -
Réciproquement, on a
e;) = Z.(]ji Pj<> ) (36)
J
ce qui se démontre de fagon analogue :
(€ (Z!ka P:>> = Z<6i grjler)
k k

— *
= D 9w eiled)
k I
=0k
= Gij -
Chaque vecteur e} étant connu sur la base B, on pourra prouver l'unicité de la base réci-
proque (cf. la suite du cours).

k Formule alternative du produit hermitien

Le produit hermitien des vecteurs |uy a gauche et |v) a droite, peut se récrire, a I’aide de

B3 et @3,

n n
Cuvy = Y UFV: = Y TiVi*
i=1 i=1
Par exemple, la formule de la phase d'une onde diffusée dans la direction k en un point r du
plan de diffraction s’écrit ¢ = Zle kfry, on k = kfef + kiel + k¥el est défini dans la base
réciproque cristalline et r1 = x, ro = y, r3 = 2z sont les composantes dans I’espace réel.

1 Scalaires

Considérons un produit hermitien entre deux vecteurs et étudions ses propriétés :
e Cet objet est un nombre complexe.
e Cet objet est invariant par changement de base, autrement dit, ne dépend pas
d’une représentation dans une base B particuliére.
Par exemple, la norme d’un vecteur, qui est un cas particulier de produit hermi-
tien, ne dépend pas de la représentation choisie.

De tels objets sont appelés scalaires. Il y a parfois confusion avec les nombres com-
plexes, mais cet abus ne sera pas fait dans ce cours, ol les scalaires désigneront spécifi-
quement les nombres complexes invariants par changement de base.

A contrario, la composante U; d'un vecteur u est aussi un nombre complexe, mais
elle dépend par définition de la base choisie.

m Cas réel

Si on construit un espace vectoriel sur R au lieu de C, il suffit de supprimer dans
tout ce qui précéde la conjugaison complexe —, le produit hermitien devient alors pro-
duit scalaire, les formes sesquilinéaires deviennent bilinéaires, ’application u — ¢, est
linéaire au lieu de semi-linéaire et les scalaires sont des nombres réels.
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Toutefois, certaines applications du cours devront étre étudiées spécifiquement dans
le cas réel dans la suite du cours.

Par ailleurs, si on construit un espace vectoriel E sur C de dimension n, on peut le considérer
comme un espace vectoriel sur R, a condition de remarquer que la dimension, en tant qu’espace
vectoriel sur R, est on.[1

n Convention d’Einstein

a Propriétés remarquables dans les sommes

On constate la propriété suivante : un indice qui est sommé apparait toujours
deux fois.

B3 Convention d’Einstein

Partant de ces constatations, la convention d’Einstein consiste & ne jamais écrire de
signe ).

Cette convention ne sera pas appliquée dans le polycopié. En effet, pour simplifier,
on a omis I'enseignement de la variance des indices qui fournit une méthode de controle
systématique des écritures. La convention décrite ici est donc appauvrie, elle est utilisée
dans certaines disciplines de la physique (par exemple en mécanique des fluides) mais
ne doit pas étre confondue avec la convention compléte utilisée en relativité générale,
qui utilise également la variance des indices.

4 (CAS D'UNE BASE ORTHONORMEE

a Bases orthonormales

a Définition

Une base B = {|e1), -, |en)} est orthonormée si et seulement si ses vecteurs vérifient
_ 0 2#7| _
ei.ej:<el-|ej>: {1 sz} :5@' .

B Base réciproque

On peut choisir |e}) = |e;) Vi dans la définition (I2]). Ceci prouve, dans ce cas, que
la base directe B et la base réciproque B sont égales.

~v Métrique

N

La métrique associée & une base orthonormée est g = I, autrement dit g;; = 0;;
i,7 = l..n. On dit que la métrique (euclidienne) est plate.

17. Pour éclairer cette régle, prenons l’exemple de l'espace C lui-méme. C’est un espace vectoriel
sur C de dimension 1. On ’identifie fréquemment avec le plan R? (laxe des x se confondant avec les
nombres réels, 'axe des y avec les nombres imaginaires purs). Cette réalisation de C comme plan R?
est justement son interprétation en tant qu’espace vectoriel sur R, de dimension 2.

18. Il faut préciser euclidienne et plate car il existe des métriques non euclidiennes plates, comme la
métrique de Minkovski, cf. la note
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6 Composantes d’un vecteur

Dans une base orthogonale, on a U; = {e;|u).

e Composantes d’un opérateur vectoriel

Dans une base orthogonale, les composantes de A sont obtenus par les sandwichs
avec les éléments de la base, définis par A;; = (e;| (Ale;)) = (eilAlej) .
¢ Décomposition d’un opérateur vectoriel

La décomposition d’un opérateur A quelconque s’écrit dans une base orthonormale :

A= 3 Agleie]

i=1l..n
j=1l..n

n Produit hermitien

Dans le cas d’'une base B orthonormée, on retrouve la formule standard du produit
hermitien de deux vecteurs. Comme g = I, on a

Culoy = Y Tigyy Vi= Y UiV =U'V .
i =1

0 Norme

Par définition, la norme du vecteur |u) s’écrit, dans une base orthogonale,

[l = v/<ulw) =

MU =vVUTU .
=1

v Produit vectoriel

A trois dimensions, on rappelle la définition du produit vectoriel de deux vecteurs
|uy et |v). Dans une base orthonormale, les composantes étant définies comme précé-
demment, on a

. UaV3 — U3V
uxv=|UsVi—UiVs | = (2= cielUsVs),_ o
UVa — Uy
On trouve que ce produit est antisymétrique : v x u = —u X v.
b Géométrie
a Volume
Soit B+ = {|f), - -, |fa>} une base orthonormée et B une base quelconque, le volume
du parallélotope formé par les vecteurs |e;y de B vaut
(V=ldet (B, - E,)| (37)

19. Un parallélotope est la généralisation du parallélépipéde défini en dimension 3.

27



ou on a utilisé les représentations F; en matrice colonne des vecteurs de base |e;).
On peut préciser ces expressions dans le cas réel, pour les dimensions deux et trois.

A deux dimensions, on note ( OZ> une matrice 1 x 3. On a :

V=l|det(Ey By)| = H(%)X(%N

lex]l llez] Isin(erez)]

A trois dimensions, on a :

V= |det(E1 E2 E3 )| = Eijk ElJiEQJ]’Eng; = |e1.(e2 X e3)|

hd

|62.(63 X e1)|

= |e3.(e1 X e2)| .

Ee
[N
—
o oo

B Angles

On se restreint ici au cas réel. On rappelle que la géométrie est définie par le produit
scalaire. En particulier, le cosinus de I'angle entre deux vecteurs |u) et |v) est donné
par :

B
0s(3¥) = Ll ol (38)

~ Orientation de l’espace

On reste ici dans le cas réel.

e Soit Bt la base orthonormée et B une base quelconque, on définit I'orientation
de la base B (relativement a la base canonique) par le signe du déterminant
det (Ey .-+ E,). Sl est positif, on dit que la base est orientée positivement,
8’1l est négatif, on dit qu’elle est orientée négativement.

e A trois dimension, si I’on observe les vecteurs de B de facon a former un triedre
aigu (d’angle solide < 27), la base est orientée positivement quand les vecteurs
tournent selon la régle de la main droite et négativement sinon.

¢ Produit tensoriel

a FEzxzemple fondamental

Soit deux vecteurs |u) et |v), alors M = |u){v| peut étre identifié & un opérateur, en
écrivant :

) = (lw)v]) |2) = ((vl2))|w) € E;

on l’écrira encore |u) ® (v|, et, matriciellement, dans la base B orthonormale,

Ui ouvi - UiV,
w21 (v - V) =ovi=| o

)

ce qui fournit la représentation matricielle de cet opérateur. On peut écrire, plus suc-
cinctement,
Mij = UZ‘/j Vl,j = 1l..n.
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B Définition générale

Dans le cas général, un objet M est le produit tensoriel des vecteurs u, v, ..., si on
peut écrire, dans une base B, M;; = U;V;.. Vi, j.. = 1.n.

d Structure canonique de C"

L’espace C™ des vecteurs colonnes U, muni du produit matriciel, posséde une base
1

canonique £y = [ 0 |,--- B, = | o
: 1
Le produit hermitien associé au produit matriciel est UTV, la métrique est plate,
g=1.
Il faut prendre garde & ne pas confondre cette métrique canonique euclidienne et
plate avec la métrique g d'un espace F représenté dans C™, qui peut étre quelconque
(mais on n’étudie que les cas euclidiens dans ce cours).

5 ETUDE DES OPERATEURS

Il s’agit d’un rappel sur les familles importantes d’opérateurs : isométries, projec-
tions, opérateurs hermitiens, étudiés dans le cadre d’une base orthonormée.
On étudie au préalable la représentation de l'adjoint des opérateurs.

a Représentation de ’adjoint d’un opérateur

a Définition

Dans une base orthonormale, I’adjoint AT a pour matrice AT = YA, ce qui s’écrit,
pour les composantes,

(AN)ij = Aji| - (39)

Démonstration : soit |uy € E, posons |v)y = Aluy, on a

21 415U;
B
vy = Aluy = Z A;jUjlei) =
=i S0y AnsUj
d’ou
— B n [— n —
Wl=@A = 3 Al = (S5 T4 - S TiA),)
e
mais aussi = (Vi -, Vn)z(Z?:IUjAlj R Z;‘lejAnj).

Par identification, on obtient 'égalité ([39) annoncée.

20. Cette représentation n’a pas été donnée dans le cas d’'une base non orthonormée, ou la matrice
représentant AT s’écrit g71ATg. Cette formule non usuelle sort du cadre de ce cours et ne redonne la
formule du cas orthonormée que si [g, AT] =0, i.e. les matrices g et AT commutent.
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B Action a gauche d’un opérateur vectoriel

On remarque que I'équation (20)) s’écrit de fagon conjuguée :

(il =) Al -

J=1

Attention : cette écriture n’est valable que pour le cas d’une base orthornormée et on a
transformé AT — A pour 1'élégance de la formule.

b Isométrie

On appelle isométrie ou opérateur unitaire un opérateur A qui envoie une base
orthonormée (|e;))i—1., sur une base orthonormée (|€;) = Ale;))i=1..n.

Les isométries préservent également les angles, c’est-a-dire les produits scalaires
((ulvy — W|v"y = (ulv)) et, conséquemment, les normes ([uf — [u'| = |ul).
De méme les isométries conservent tous les volumes, en particulier le volume V
de la base choisie.

Les isométries sont toujours inversibles et, dans une base orthogonale, elles sont
caractérisés par

Al = A1,

Toutes les valeurs propres d’une isométrie vérifient || = 1.

Démonstration : soit |u) un vecteur propre associé a une valeur propre \, on sait
que ||u| = | Aul|, ce qui peut encore s’écrire |u| = |0 = [Au| = |A| |ul|, d’ou le
résultat, en simplifiant.

Par conséquence, on a |det(A)| = 1.

¢ Isomeétrie réelle

Ce sont les isométries A dont une représentation A (dans une base particuliére
qui peut étre # de la base canonique) est réelle (c’est-a-dire que toutes ses com-
posantes A;; sont réelles).

Il peut exister des représentations complexes d’une isométrie réelle, c’est-a-dire
que I'on peut trouver une base B’ telle qu'il y ait des composantes A j complexes.
Il peut méme arriver que les valeurs propres soient complexes.

Un exemple qui rassemble ces deux cas est le suivant, & deux dimensions :

. . 0 1
Soit A, dont la matrice dans une base orthonormale B est A = | = 1 O>' 11
existe une base B’ qui diagonalise A, ou cette isométrie s’écrit A’ = 3 i

Le déterminant est réel, puisqu’il peut étre calculé dans une représentation réelle
(vérifierez que cela marche dans I’exemple précédent). Il vaut donc det(A) = +1.
On distingue les isométries directes (ou positives) et les isométries indirectes (ou
négatives) selon qu’elles conservent ou inversent 'orientation de la base.

Les premiéres correspondent au cas det(A) = 1, les secondes au cas det(A) = —1.
A deux dimensions, les isométries positives sont les rotations et les isométries
négatives sont les symétries orthogonales.

A trois dimensions, les isométries positives sont les rotations et les isométries
négatives sont les symétries miroir (ce sont les symétries orthogonales par rapport
a un plan) et 'inversion A = —J.
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d Projecteurs
a Définition

Les projecteurs P sont caractérisés par PoP = P. L’espace E est alors décomposable
en la somme directe] £ = ker(P)@I(P) (ou § désigne I'image, i.e. I(P) = P(F)) ; cette
sommation est caractéristique d’un projecteur. ker(P) est I’axe ou le plan parallélement
auquel on projette. I(P) est I'axe ou le plan sur lequel on projette (on dit aussi axe ou
plan de projection).

Dans toute base B (y compris non orthonormale), P est caractérisé par P? = P.

Par exemple P = (_11 8)

Le polynome minimal est P? — P (cf. § ), sauf cas particuliers pour P = J et P = O,
on en déduit que leurs valeurs propres sont exactement 0 et 1.

B Projecteur orthogonal

Un projecteur orthogonal P vérifie par définition ker(P) L &(P). On le caractérise
également par

Pt =,

1 -1
Dans une base B orthonormale, cela s’écrit PT = P. Exemple, P = % < >

~v Décomposition en opérateurs élémentaires

Les opérateurs |e;» ® {e;| forment une base de E¥, matriciellement, ils s’écrivent :

B .
leip(ejl = i -+ 0

@)

Parmi les opérateurs élémentaires, ceux qui s’écrivent |e; (e;| sont toujours des pro-
jecteurs orthogonaux. Cela est vrai dés que le vecteur |e; ) est normé, |le;| = 1, y compris
quand la base n’est pas orthogonale, car il ne faut pas perdre de vue que |e; ), déja normé,
peut toujours étre complété en une base orthonormale (cf. [BAL).

Vérifions que, pour tout |u) de norme [fu| = 1, Popérateur Pp,, = |u)(u| est un
projecteur orthogonal :

® Py o Py = ([uul)(juyul) = fuy (ulu) (ul = [u)(ul = Pjy);
——
=[ul?=1

o P, = (Juul)’ = () (lw)" = Ju)u| = Pp,.

Par contre, le cas d’une base orthonormale se distingue par la propriété décrite a la
section suivante :

21. Par définition, E = E1 @ E> si, Yu € E, 3!(u1,uz) € By x Es tel que u = u; + us.
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6 Relation de fermeture

On dit que des projecteurs Py, - - -, Py sont orthogonaux entre eux si leurs images
sont toutes orthogonales deux a deux, i.e. I(P;) L I(P;), Vi # j.

Cela entraine notamment la commutation des projecteurs, P; o P; = P; o P;, ou
encore, dans une base B quelconque (y compris non orthonormale), P;P; = P;P;.

Si I'union des images forment une partition de l’espace, E=3P)® - ®3(Pr),
on obtient alors une décomposition de 'identité J, appelée relation de fermeture,

J=P1 4+ -+ P

ou l'ordre est quelconque puisque ces opérateurs commutent.
En particulier, une base orthonormale est également caractérisée par la relation de
fermeture

J=ler)er| + -+ |en)en| -

Démonstration : il faut et il suffit de démontrer que, V|u)y € E, (Z?zl \ei><ei\) luy = |u).
Par linéarité, il suffit de montrer ce résultat pour tous les vecteurs de la base. Soit donc
le;y € B, on a

(5 lesxest)ley = Llep eleny = ley CQED,

=1
J o

e Opérateurs nilpotents

Un opérateur A est nilpotent s’il existe m > 1 tel que A™ = O (ou la puissance est
a comprendre au sens de la composition).

Dans toute base B (y compris non orthonormale), A est caractérisé par A™ = 0.

On peut montrer que m < n la dimension de 'espace. 0 est valeur propre, car ces
opérateurs sont non inversibles et ker(A) # {0} ; c’est leur seule valeur propre.

Dans une base B orthonormale, les opérateurs élémentaires A;; = |e;){e;|, sont,
quand ¢ # j, des opérateurs nilpotents; ils vérifient plus précisément (Aij)z = 0.

Démonstration : A;j o Ai; = (lei)Xej|)(Jei)ej]) = |eiy{ejleixe;| = O.

——

1 0 0 1
Exemple : Aj3= |0 |](0 0 1)=|[0 0 0 |vérifie bien A;34;3 = 0.
0 0 0 0

f Opérateurs hermitiens

Les opérateurs hermitiens sontcaractérisés par AT = A. Dans une base orthogonale,
ceci s'écrit simplement AT = A.

Une des deux propriétés fondamentales des opérateurs hermitiens est que toutes
leurs valeurs propres sont réelles.

Démonstration : soit A une valeur propre, et |u) un des vecteurs propres associés,
on applique I'équation ([B9) a |u) et A :

Cul Afuy = Cul ATfuy = Cul Alu)

22. La définition est la généralisation de celle donnée & la note précédente.
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mais, |u) étant vecteur propre, on peut encore I’écrire

uAluy = CulAjw)

soit encore Muluy = Mulu)y
= A = Al
finalement A= A,

otl on peut diviser par |u|? car |u) # |0) par définition.
[’autre propriété est liée a la diagonalisation, que nous allons rappeler maintenant.

g Opérateurs diagonalisables

Un opérateur A est dit diagonalisable si et seulement s’il existe une base constituée
de ses vecteurs propres. On montre alors que les espaces propres forment une partition
de F, autrement dit :

E=E,® - ®E),

olt Ai,---, A\, sont les p valeurs propres distinctes de A.

On peut caractériser un tel opérateur de la fagon suivante : il existe une base B’
telle que la représentation de A dans cette nouvelle base soit la matrice D diagonale.
On dit que A est diagonal (ou diagonalisé) dans la base B’.

On a les résultats suivants :

o Les isométries sont diagonalisables (leurs valeurs propres vérifient |A| = 1).)

e Les projecteurs sont diagonalisables.

e Les opérateurs hermitiens sont diagonalisables et on peut choisir une base
B’ orthonormale pour les diagonaliser.

e Les opérateurs nilpotents sont non diagonalisables (sauf O, qui est un cas trés
particulier, puisque c’est aussi un projecteur).

e Deux opérateurs diagonalisables qui commutent sont diagonalisables simulta-
nément, c’est-a-dire sur une méme base.

h Polynéme minimal

Il existe pour tout opérateur A, un polynéme minimal P P(X) tel que P(A) =0
(on convient que le terme constant est implicitement multiplié par J dans cette derniére
équation).

Le polynéme minimal est toujours un diviseur du polynéme caractéristique x (il
faut pour le démontrer vérifier que x(A) = 0).

Exemples : le polyndéme minimal de O est X, celui de J est X — 1, celui des autres
projecteurs est X2 — X, celui d’un opérateur nilpotent est X™, celui d'une rotation d’un
demi-tour est X2 — 1, d’une rotation d’un tiers de tour X3 — 1, etc.

Toute valeur propre A d’un opérateur A de polyndéme minimal P est solution de
P()\) = 0. En effet, soit u un vecteur propre y associé¢, ¥n € N, A"u = A" (Au) =
A" u = -+ = A\"u et, par linéarité, 0 = P(A)u = P(\)u.

23. plus petit au sens du plus petit degré possible
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B Changements de base

1 PRINCIPES

Les objets mathématiques (vecteurs, opérateurs, formes, scalaires) préexistent
a la base d’un espace F. Ils ne sont pas concernés par les changements de base.

Par contre, leurs représentations matricielles (autrement dit leurs composantes) dé-
pendent de la base dans laquelle elles sont définies. Lors d’un changement de base, seules
ces représentations varient.

Enfin, la base réciproque et la métrique dépendent de la base et varient lors d’un
changement de base.

Selon les cas, on notera B ou B la base initiale, quelconque, et B’ ou B une autre
base, également quelconque.

2 LOIS DE TRANSFORMATION PAR CHANGEMENT DE BASE

a Matrice de changement de base

Soit Bg = (le1), -, |en)) la base initiale, et Bp = (| f1),--,|fn)) la base finale, on

définira la matrice de changement de base By — B g, que 'on notera «, par :

[F1s e 1)) = (e, len)) | (40)

ou l'on notera que ’on manipule des lignes formelle (chaque composante est un vecteur)
et que la multiplication matricielle se fait par la gauche. Détaillons 1'équation ({0 :

|fi) = i ajile;) |

7=1

D’aprés ces relations, les colonnes de « sont les représentations des vecteurs |f;)
dans la base Bg. Pour calculer «, il suffit d’écrire, dans leur représentation en matrices
colonne, les nouveaux vecteurs dans la base des anciens.

b Changement de base inverse

Le changement (#0) peut s’inverser. On notera toujours 3 = a1 la matrice inverse
de a. Alors 3 est la matrice du changement de base inverse Bp — Bg, qui s’écrit

[(lew, - lew) = (1), 1) 8] - (41)

et, de fagon détaillée :

lei) = i Bjil fi) |
7j=1
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Démonstration : On écrit

leiy = Z /sz‘fj> = Z /leak_] lex) = Z kl lex) = lei) .

7j=1 j=1l.n k=1
k:lun :akjﬁji —6]“

{

ce qui prouve que ce changement permet bien de revenir a la base initiale.

D’aprés ces relations, les colonnes de 8 sont les représentations des vecteurs |e;)
dans la base Bp. Pour calculer g, il suffit d’écrire, dans leur représentation en matrices
colonne, les anciens vecteurs dans la base des nouveaux.

c Transformation de la base réciproque

On adopte I’ensemble des notations du cours déja introduites, notamment pour la
base réciproque.
La base réciproque Bg devient, sous le changement de base a, Br, donnée par

(|f1*>77|f11<>) = (‘6T>77‘62>)5T . (42)

On peut le récrire formellement |f) = Z?zl(ﬁT)ji\e;?> = 5_U|e;‘>

Démonstration : vérifions (I2) dans la base Bp, en la supposant vraie dans Bg :

EE =), (Buerl) Z (agjler)) = Z Bircuj <€k|€l>— (Ba)ij = dij -
k=1 =1 k=1..

1=1.. _5kl

Le changement (42) peut s’inverser. On a

(lef), o lew) = (.- 1 fa) al | (43)

et, de fagon détaillée :

ety = 3 aG

J=1

Démonstration : On écrit

lei) = Z ;| fi) = Z @iBij ety = D (Bl lefy = lef)  C.QF.D.
- =Pkj%ji TR

{

d Transformations des représentations matricielles

a Transformation des matrices représentant un vecteur

Soit [uy = Y1 UFPle;y = Yo, UF| fi) un vecteur exprimé dans les bases B et Br.
On a:
F_pgUu¥. (44)

Démonstration : on introduit (41]) dans la décomposition de |u). D’ou

luy = Zn: UPleiy = Zn: UZE( i ﬁjz‘\fj>) = Zn: <i/8jiUiE>‘fj>

ce qui, par identification, donne U ]F =Y" | BjiUF, écriture détaillée de (F4).
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B Transformation des matrices représentant une forme linéaire

Soit (u| = D1 UF*(ef| = D" UF*(f¥| un vecteur exprimé dans les bases duales
associées & Bg et Bp. On a :

Démonstration : on introduit (@3] dans la décomposition de (u|. D’ou
n

(al = ZUE*<6*|_ZUE*(Z ailip) = 3 (X auTF) 1)
=1

: : : : Fx _ ™M L JTEx _ N1 T 77E% 400 At ai114
ce qui, par identification, donne Uy* = Do UP* =30 o, U™, écriture détaillée

de (43).

v Transformation des matrices représentant un opérateur

Soit un opérateur M. Soit le changement de base a, Bgp — Bp, on a :

F=pgMFa (46)

ou M¥ est la matrice de M dans B et M¥ est la matrice de M dans Bp.
Démonstration : on a

Z M|eiy(et| = Z 5( i ﬁki\fk>> <Zn:04jl<fl*\)

i=1..
j=1..

( 2 BriM aﬂ) FXFE =) MEIfXS

i=1 i=1l..n
j=1 Jj=1l..n

M

Il
[N M \I H
- e

i n
l .n

"

=(BMEa)y

d’out le résultat par identification. Une autre démonstration s’écrit, soit |u) € E,

Mluy = Z MEUPley = > M, (ZaﬂUl )(Zﬁ,ﬂ.\f@)
i = =1 k=1
- Z <Z ﬁkz‘szf%l) Pl fry = Z Lullfy C.QF.D.
TG,

Remarquez, quand on diagonalise un opérateur par le changement de base a, D
étant la représentation diagonale, D = M¥ d’ou la décomposition traditionnelle :

M¥ =aDg .

e Transformation d’une forme sesquilinéaire

Soit une forme sesquilinéaire Q. Soit le changement de base a, B — Bp, on a :

QF = a'QFa (47)
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ot QF est la matrice de Q dans Bg et ott QT est la matrice de Q dans Bp.
Démonstration : On a

0 = 3 Qflerxerl = X QE( Y mmliy) (X andsil)
S S ke =1
= 2 (X @wQbaa) 150 2 QB
) =(0‘T5E04)kl ’

d’ou le résultat par identification. Une autre démonstration s’écrit, soit |u), [v) € E,

wioly = 3 UFQEVF = 3 Qw(zazw,c)(zaﬂvﬁ)
i=l.n =1
j=l.n j= 1 n
_ Z ( 3 asz”a]l>UFV N UFQEvF Cc.QF.D.
i i=im ) i
=(04T5E04)m

f Transformation de la métrique

Soit le changement de base o, B — B, soit g la métrique associée & Bg, on
définit la métrique ¢ induite dans la base Bp, c’est-a-dire celle qui définit le méme
produit hermitien.

Soit |uy,|v) € E, on écrit

ulpy = UFTgVvE = Z U—Z.Egl-jVjE Z <204ku )gw(ZaﬂV )

i=1l..n i=1

j=1l..n =1
= Z UF‘/I Z alkglja]l Uk gklv _UFTNVF
i bty i
%,_/
=(afga)m

d’ott |§ = afga| par identification. Or, on peut définir ¢ la métrique de la nouvelle
base :

5 ={filfs) = (l;a_kz‘@ﬂ) (Z al]|€l>) ?:%: i <6_:|Zl>alj = (afga)ij = §ij

d’ol on constate que le changement de base préserve bien la métrique hermitienne, qui
se calcule dans la nouvelle base de fagon standard (i.e. comme dans I’ancienne base). De
plus, la loi de transformation de g est celle des formes sesquilinéaires, ce qui est normal
puisque g est 'expression d’une forme hilbertienne définie positive G, cf. [ABjg

En prenant l'inverse de la relation (7)), on trouve directement la transformation

d’une métrique inverse g~ !,

gt =pBg Bt
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3 PROPRIETES

a Invariants par changement de base
a Trace de la matrice représentant un opérateur

Soit un opérateur vectoriel A et AF la matrice le représentant dans la base Bg.
Montrons que la trace de A” est invariante par changement de base. On a

tr(AF) = ZAE - i@ﬂﬂ\e» -y (Z ay(fF1)A (i Bl fi))
2,

=1

<Zn: 5’%“@]) Al fk) = Z Al = tr(AF)

%/—/ :Afk
=(Ba)kj=0k;

d’ont le résultat. Par définition, la trace de l'opérateur A est définie par tr(A) = tr(A),
calculée dans n’importe quelle base.

B Déterminant de la matrice représentant un opérateur

Soit un opérateur vectoriel A et A la matrice le représentant dans la base B. On
admettra que le déterminant de A est invariant par changement de base.

Par définition, le déterminant de lopérateur A est définie par det(A) = det(A),
calculée dans n’importe quelle base.

v Produit hermitien de deux vecteurs

Soient |u),|v) € E, par définition (u|v) est indépendant de la base. Il est instructif
de vérifier que, calculé a ’aide des colonnes représentant ces vecteurs dans une base
donnée, on trouve une quantité invariante par changement de base. Soit Bg et Br deux
bases et UY, VE ou UF', V¥ les représentations matricielles respectives de |u) et |v),
on a

Culo) = UFTgVE = (aUT) (8'g8) (V) = UM (80)'g (Ba) VI = UTTgVT C.Q.F.D.

=1 =1

& Opérateur en sandwich entre deux vecteurs

Soient |u),|v) € E et A un opérateur, par définition (u|A|v) est indépendant de la
base. Il est toutefois instructif de vérifier que, calculé a I'aide des matrices représentant
ces objets dans une base donnée, on trouve une quantité invariante par changement de
base. Soit Br et Bp deux bases et UX, VE AP ou UF, VI, AF les représentations
matricielles respectives de |u), |v) et A, on a

lAloy = UPT gAPVE = (aU")(87g8) (@ A" B)(aVT)
Utt (ﬁa)TN (Ba) AT (Ba) VF = UFTgATVE  C.Q.F.D.

Y NN N~

=7 =T =1
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4 ORTHONORMALISATION

a Principe

En dimension finie, il existe toujours une base orthonormale B+ = {|f1),---,|fu)},

c’est-a~dire telle que tous les vecteurs |f;) soient normés (|| f;|| = 1, Vi = 1..n) et ortho-
gonaux entre eux ({fi|f;) =0, Vi,j = 1..n).

b Théoréme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit une base quelconque B = (|e;))i—1..n, alors, on peut construire une base ortho-

normée B+ = {|f1),-,|fa)} & partir de B.

C

e On peut supposer que B est normée, c’est-a-dire que |e;|| = 1 Vi = 1..n. Si ce
n’est pas le cas, on remplace chaque e; par €] = e;/|e;|. Chaque vecteur |e}) est
normé : selon (7)), sa norme vaut

1

= —led =1
el

leill = ‘

1
LI
leil ™

Finalement, on oublie le prime et la base est normée.

e B étant normée, on peut toujours choisir |f1) = |e;) (ol |e1;) peut étre choisi de
fagon arbitraire, parmi les vecteurs de la base B).

e On notera « le changement de base B — Bt

e On ne démontrera pas la suite de ce théoréme, qui est du programme des années
précédentes, et se trouve dans tous les bons manuels.

Conséquences

a FExpression de la métrique

Soit g la métrique définie dans la base canonique, g;; = {e;|e;); soient |u) et |v)

deux vecteurs. Dans la base B, la métrique est triviale, et le produit hermitien peut
donc s’exprimer simplement en fonction des composantes UiL et ViL :

Culv)

UV
=1

Utgisv

Par ailleurs, le produit hermitien s’écrit

ulvy = Y TigisV =UT gV

i=1..n
j=1l..n

par identification, on en déduit la formule

g=p'8

qui avait été annoncé dans la premiére partie.
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B Caractérisation d’une métrique définie positive

A partir de I'expression ¢ = 73, on en déduit la caractérisation suivante d’une
métrique définie positive :

Théoréme 1. g est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres A1, Ag,
..., A\p sont strictement positives.

Supposons ceci vrai, g étant hermitienne, elle est diagonalisable. L’existence de 5 se
prouve dans la base qui diagonalise ¢ ; on prend

Va0 - 0
0 VX 0

0 0 A

Réciproquement, on pose g = 373, soit U un vecteur propre et A\ sa valeur propre
associée, on a

Ufgu U'\U = M\|U|? mais aussi

Utstpu = |8U* >0

donc A = |BU|?/|u|? > 0. C.Q.F.D.

v Expression des vecteurs de la base directe

Quand on l'exprime dans la base orthonormale, la composante j du vecteur |e;)
s’écrit
1L
E7l; = Bji -

ou il s’agit bien des nouvelles composantes du méme vecteur |e; ).

Démonstration : la définition du changement de base implique, d’aprés ([@Il), |e;) =
Z?:l Bji| fj); on note les représentations matricielles des vecteurs |f;) par Fj. Puisque
c’est une base orthonormeée, on a Fj|; = ;;, d’ou

Efli = ) BriFilk = ). Bridir = Bji -
k=1 k=1

6 FEzxpression des vecteurs de la base réciproque

La formule ([@2]) peut étre inversée, ce qui s’écrit ici
n n
lefy = Y ol fi = ) gl f)
j=1 j=1

ot on utilise le fait que la base B est orthonormale et vérifie donc |fF) = | fi).
De facon analogue au calcul fait pour les vecteurs de la base directe, on en déduit
que la composante j du vecteur |e) dans la base orthonormée s’écrit :

N
By = i ;

1. On travaille dans R™ ou les vecteurs sont les matrices colonne.

40



toutefois, il est important de pouvoir redémontrer directement ce résultat. Notons donc
provisoirement &;; la composante, la formule (I2) s’écrit dans la base orthonormée (ot
la métrique est triviale) :

(eflej) = bij = ZEz*LJkE]LJk = 0
k
=  auwbr; = 0ij
— af = 1

ce qui implique & = 87! = a.
Ceci prouve enfin 'unicité de la base réciproque.

e Volume de la cellule directe

D’apres la formule ([37), on peut écrirel]

V=

9

> ek ErliBal Byl
ik

on calcule le volume V formé par les vecteurs de la base B, dans cette base BL. On
obtient

V = [det((Bin -+ Bin) )| = | det(8)
or, comme g = A7, on a det(g) = det(3)?, d’oi finalement la formule (Z9).
Quand la base est orthonormée, son volume vaut V = 1.
¢ Volume de la cellule réciproque

Si on note V le volume de la cellule unitaire définie par les vecteurs |e;) de la base
directe B, celui de la cellule unitaire définie par les vecteurs |e}) de la base réciproque
B vaut V =1 /V.

Un calcul analogue s’applique & la cellule définie par les vecteurs |e}). Comme leurs
composantes font intervenir, cette fois-ci, la matrice «, on obtient alors

V = | det(a)]

et, comme det(e) = 1/det(3), on retrouve bien V = 1/V.

2. Il y a une subtilité, puisqu’en fin de compte, B et Bt échangent leur role par rapport a la

formule (37).
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C Tableaux récapitulatifs

TABLE I — Résultats vrais en toute base

objet notation
espace vectoriel E
Vi
vecteurs v = |v) 2=V
Vi
composantes U; (& n dimension, il y a n composantes)
base (lei))i=1-n
espace dual E*

. _ B 7= T7%\ — 777
forme linéaire oy = ul = (U] Ur)=U
norme et produit scalaire Jul| = 4/(ulu)y
produit hermitien (v|uy = {ulv)
espace des opérateurs E x BE*
opérateur AZ A= (Aij)imin = ((Aeqr) (Aez) - (Aey))

j=1-n

composantes d’un opérateur Ale;) = Zj Ajiles)
sandwich (u|Alv) = (ulAv)
inégalité de Cauchy-Schwarz ! [Kulv)| < |uf |v]|

1 s(av) = Sujvy
angle cos(av ] V]
orthogonalité ulve (ulv)y=0
parallélisme u|v < [(ulv)| = |uf |v]
(& trois dimension) uxv=_0
produit vectoriel uxXv=-vxu

produit mixte
volume & 3 dimensions

w(vxw)=v.(wxu)=w.(uxv)=det(UVW)
V = det(U V W) défini dans B orthonormale

produit tensoriel (de vecteurs)

|u){v] agit sur |a) selon (ju){v])a) = |u)((v]@)).

Inversibilité

vecteur propre et valeur propref

A inversible si et seulement si det(A) # 0
Alur) = Mup)

adjoint d’'un opérateur

CeilAflej) = ejlAlen
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TABLE II — Nouveaux objets

objet définition
9, 9ij = Yji {eile;)
e} (eflej) = i
V=1/V | +/det(g) = 1/+/det(g~ 1)

TABLE III — Rappels sur les opérateurs

nom propriétés
projecteur P projecteur < P? = P
s P?=P
projecteur orthogonal P (projecteur donné) est L < PT =P
< P = P dans une base L
valeurs propres d’un projecteur il a exactement deux valeurs propres 0 et 1
(sauf P =0 et P =7)
opérateurs nilpotents N nilpotent < dpe NNP = 0
< NP =0
valeurs propres d’un nilpotent 0 est sa seule valeur propre
opérateurs hermitiens H =K
< H' = H dans une base L
valeurs propres d’un hermitien ses valeurs propres sont réelles
Isométrie S 1 =8 < V|ueFE |Au| = |u
< Yuy,|v) € E (Au|Av) = (ulv)
valeurs propres d’une isométrie ses valeurs propres vérifient |\| = 1
opérateurs diagonalisables les hermitiens (et dans une base 1)
les isométries
les projecteurs
opérateurs non diagonalisables les nilpotents (sauf O)
opérateurs simultanément diagonalisables3 | A et B sont diagonalisables et [A, B] = AB — BA =0

1. liée a l'inégalité triangulaire | |ul| — [|v] | < Ju + v| < [u] + |v].
2. p dégénérescence éventuelle
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TABLE IV — Résultats différents en base orthonormale et en base quelconque

formule base L

formule générale

Qo) =5, UV,

(ulv) = Zijﬁigij‘/j =2, U Vi =2, UV

Ui = (eilw) U; = (eX|u)
Aij = (eilAle;) Aij = (ef[Alej)
Al =4; < A1 ="4 AT = g1y

J =2 lei)eil

J =2 lef Xeil =2 lei)(ef]

UsVs — UsVs UsVi —05V5\ - _ [UaVs— UsVs
wxvl) Eluvi-s || (uxvl), 2V UVE-UFVE |2V | Ushi - UiV
UVa — Ui UV — UF VY UiVa — U4
BxB BxB
U)XV —> = Vi )i=l-n U)XV — = iV, )i=1-n
)| = U VI = (UiV)) i1 |uy(v| U V= (UV}) 1o

(Ceil)i=1.n

base canonique de E*

(ef)i=1.n

base canonique de E*

(\€i><€j’)i,j=1~n

base canonique de E x E*

(lei)<€e} 1)ij=1-n

base canonique de E x E*

TABLE V — Passage entre bases directe et réciproque

lef) =295 lej)

lei) = 2.5 gjile})

V=1/V

TABLE VI — Changements de base

formule matricielle

composante par composante

(e - len)) = (e - len))ar

lei) = 22, ajilej)

(e lex)) = (let) - lep)) B

') = 23 Bij e

U'=pU Ui = 2; BUj

U = U* o UP = a;Ur

A’ = BAa Al = D Bikouj A
g = alga 95 = 2om ki gk

Il faut savoir que la bijection ket<>bra que I'on a établie n’est pas valable en di-
mension infinie : & tout vecteur |u) est bien associé une forme linéaire (u|; par contre,
la réciproque n’est pas vraie, l'espace des formes linéaires (noté E*) est plus grand (en

dimension infinie) que E.

3. c’est-a-dire dans une méme base

44




Partie 11

Espace de Hilbert
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A Espace de fonctions comme exemple
de dimension infinie

1 FONCTIONS DE DIRAC

Les fonctions de Dirac sont des objets abstraits, des “métafonctions” qui ne sont pas
des fonctions proprement définies, leur appellation correcte est distributions de Dirac.

Toutefois, on les emploie dans I'espace des fonctions par abus et commodité. On va
en donner une définition non rigoureuse mais sufﬁsante.

a Distribution de Dirac

On définit une premiére fonction de Dirac centrée en x = 0.

a Définition

On définit § la distribution de Dirac comme une fonction nulle sauf en 2 = 0. La
valeur 6(0) est infini et on a

Ve >0 f_cc6(x)dx - foo S(z)dz =1 .

—a0
B Propriétés
0 est une fonction paire. De plus, soit ¢ une fonction continue en z = 0, on a la
propriété fondamentale :
0

Ve>0 JC d(z)p(z)dr = f d(z)p(z)dr = ¢(0) . (48)

—00

v Autres fonctions de Dirac

Pour définir les autres fonctions de Dirac, il suffit de translater d. Soit @ > 0, on
deéfinit 0, par d,(z) = d(x — a). La relation ([8]) s’écrit pour les fonctions 4, :

o]

Ve >0 J;c do(z)p(x)dx = f 0a(x)p(z)dr = ¢(a) .

—00

Démonstration : {* ¢(z)d(z—a)dz = § * o(y+a)d(y)dy = ¢(0+a) = ¢(a) en faisant
le changement y = = — a.

1. Les distributions de Dirac sont définies comme des formes linéaires, ainsi que cela s’écrit au [Dii
Elles seront étudiées en Math II au S6.
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2 ESPACE GENERAL DE FONCTIONS

L’ensemble des fonctions de R dans C est un exemple d’espace de dimension infinie.
On lui préférera plutot des espaces plus restreints comme L'(R) ou C*(R) qui ont des
propriétés plus riches. La structure de 'espace général est particuliére et mérite d’étre
également dévoilée.

a Fonctions continues par morceaux
a Définition

Soit x1, ..., zn, N réels vérifiant z1 < - -+ < z, on peut définir une fonction continue
de la variable réelle sur les intervalles | — oo, 1|, |21, 22|, ..., Jtn—1,2N][, ]ZN,00[. On
dit que f est continue par morceaux.

B Décomposition

On considére une fonction f, R — C, continue par morceaux. Elle peut se décom-
poser sur la base des fonctions de Dirac, selon la formule

1= s@hde < j@ = s

Démonstration : on a Siooo fla)og(z)da = S(iOOO fla)é(x — a)da = Sofoo fla)é(a — x)da =
f(z) en utilisant les résultats précédents.

Cette formule s’interpréte comme une décomposition de f définie en chaque point.
Chaque point est une dimension séparée et la dimension de ’espace est infinie et méme
non dénombrable.

Pour z = x;, ¢ = 1..N, un point de discontinuité, Siooo f(a)ds(x)da n’est pas définie.
Si on adopte la convention naturelle

Ye> 0 Océ(x)dx - Lca(x)dx - JOOO §(x)dx = L " S(a)de — %

on trouve Sofoo fa)og(z)da = M Dans ce cas, la décomposition est unique.

~v Partie discontinue

Pour corriger les erreurs éventuelles en les points z; de discontinuité, on ajoute une
base de fonctions de Kronecker généralisées, x +— 0,44, définie par d,, = 0 Vo # a et
0g,0 = 1.

b Cas plus général

On peut décomposer des fonctions plus générales en ajoutant une partie discréte qui
s’écrit Y, g idq, 5, o1 J est dénombrable et o; € C est la composante discréte sur g, 4.

Il est impossible d’admettre une somme non dénombrable pour cette partie discréte
car la séparation entre partie discréte et partie continue ne serait pas unique.

2. La base des fonctions de Dirac n’entre pas dans les catégories de bases présentées dans la section
Par dessus le marché, elle est constituée d’objets n’appartenant pas a ’espace qu’ils engendrent.
Son introduction a un intérét pédagogique, d’autant qu’on rencontrera & nouveau des bases constituées
d’objets n’appartenant pas a l’espace qu’ils engendrent.
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B Intégration

1 MESURE DE LEBESGUE DANS R

La mesure d’un sous-ensemble de R permet de quantifier son importance relative.
Elle est construite de la fagon suivante :

a Mesure d’un intervalle

On définit tout d’abord la mesure de Lebesgue d’un intervalle. La mesure de I'in-
tervalle [a,b] est sa longueur u([a,b]) = wp([a,b]) = p(la,b]) = p(la,b) = b —a; il
n’importe pas qu’on choisisse les bornes ouvertes ou fermées.

En particulier, on en déduit que la mesure d’un singleton {z,} vaut pu({z,}) = 0;
un point ne compte pas relativement a la droite réelle. On dit qu'un singleton est
négligeable pour la mesure de Lebesgue.

b Ensemble négligeable

De facon générale, un ensemble est dit négligeable si sa mesure est nulle. On va
étudier deux exemples trés différents ci-dessous.

¢ Mesure d’un ensemble dénombrable

La mesure d’'un ensemble dénombrable N est nulle, u(N) = 0, autrement dit, les
ensembles dénombrables sont négligeables pour la mesure de Lebesgue.

Démonstration : par définition, on a N = {x;,7 € N*} ou les x; sont les éléments de N que
I’on peut énumérer dans l'ordre, z1, xa, ...

Soit £ > 0, montrons dans un premier temps que u(N) < % Pour cela, on va plonger N
dans un ensemble plus grand, notons le N, construit de la facon suivante :
Ne= U [# —&% xi + '] Les intervalles [z; — ', z; + €'] peuvent se recouper, mais on a

i=1,2,..00

p(NS) < X p([ws — ety + €%]) = D37, 26" = 2¢/(1 — €). On a finalement
p(N) < p(Ne) < 2¢/(1 — ¢). Comme 'inégalité est vraie Ve > 0, on peut passer a la limite
e — 0%, d’on u(N) < 0, soit finalement p(N) = 0.

Q

d Ensemble de Cantor

Il existe également des ensembles non dénombrables et négligeables. Le plus ca-
ractéristique d’entre eux est ’ensemble de Cantor. On va définir le sous-ensemble de
Cantor C; restreint a l'intervalle [0, 1].

Il existe une construction géométrique par récurrence : dans une premiére étape, on exclut
de [0,1] I'intervalle [1, 2]; il reste donc [0, 2[U]2, 1]. Dans chaque intervalle, on réitére la méme
exclusion, en recalant I'origine sur sa limite inférieure et en appliquant un facteur d’échelle 1/3 :
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a la deuxiéme étape, il y a exactement

. ) 12 78
deux intervalles, on exclut donc [g, 5] et [5 v 5]
et il reste quatre composantes connexes. A la
n™e étape, on exclut des segments du type
[§7 k;;l] et il reste 2 composantes. On peut
montrer qu’a l'infini, cette construction en-
gendre un espace non dénombrable mais de

mesure nulle.

Il existe également une formulation algébrique, plus aisée mais moins parlante. €; = {les
nombres décimaux s’écrivant 0,n1ns2...n;.. en base 3 tels que n; = 0,2} (autrement dit, n; = 1
est interdit).

e Mesure d’un sous-ensemble quelconque

On considére un sous-espace A de R qui admet une décomposition en un nombre
dénombrable de composantes connexes :

A= (49)

1EN*

ou I; sont des intervalles disjoints.

o FEnsemble mesurable

e A peut étre ouvert, fermé ou quelconque.

e Il peut arriver que le nombre de composantes connexes d’'un ensemble A ne soit pas
dénombrable, bien qu’on puisse le mesurer. C’est le cas notamment de ’espace de Cantor
C;. Cependant, la démonstration qu’il est de mesure nulle passe par une majoration de
la mesure d’un ouvert contenant [0, 1]\C;.

e Dans le cas général, on ne peut mesurer les ensembles qui ont un nombre non dénom-
brable de composantes connexes. D’ailleurs, I'existence d’une telle décomposition n’est
assurée qu’a 'aide du lemme de Zorn, on peut tout aussi bien considérer qu’elle n’est
pas toujours assurée.

e Dans le cas ou la décomposition en un nombre dénombrable de composantes
connexes existe, on dit que A est un ensemble mesurable.

B Longueur

e La longueur d’un ensemble mesurable A est sa mesure (définie a la section
e En posant ¢; = u(l;) la longueur de chaque intervalle I; intervenant dans la
formule (#9), la mesure de A est donnée par

A = 3 |- (50)

e La mesure pu(A) peut étre infinie.
e Dans ce dernier cas, pour mesurer I'importance relative de A dans R, on calcule la limite

L (AN, I])
L—o0 2L

ou 2L est la mesure de |—L, L[.
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2 CONVERGENCE D’'INTEGRALES

Dans cette section, on ne considére que l'intégration au sens de Riemann, celle définie
au sens de Lebesgue sera étudiée par la suite.

a Poles d’une fonction quelconque

e Une singularité d’une fonction f est une valeur z, au voisinage de laquelle f(x)
diverge.

e [l n’existe pas de recensement exhaustif de toutes les singularités possibles. On
étudiera le cas

C

()

(51)

250 |7 — 20| (In|z — o)) (In[Injz — 20||)7-.

ol ¢ est une constante déterminée.

e La singularité peut étre trés bien définie séparément a gauche et a droite. Dans ce cas,
la constante ¢ doit étre remplacée par une constante ¢, ou c_, et les coefficients «, 3,
v, ..., remplacés par des coefficients oy, S, v4, ..., ou a_, f_, v_, ..., selon que 'on
observe la singularité en z,™ ou x, .

e On peut méme observer une singularité d’un coté seulement, la fonction étant réglée (en
général) de 'autre coté. Dans ce cas,onposeraay = f1 =y, =0oua_ =f_=v_ =0
du c6té ou la fonction est non singuliére.

b Intégrales propre et impropre

e Stricto sensus, I'intégrale de Riemann d’une fonction f est toujours définie avec
des bornes finies, c’est-a-dire

b
f f(x)dx a < b réels.

e Les intégrales avec au moins une borne infinie sont dites impropres car on doit
les définir par les limites :

b—o0

LOO f(z)dz = lim Lb f(2)dz ; (52a)
b

b
f_wf(w)dw = lim f(z)dz ; (52b)

a——00 a
b

f_oo flx)dez = lim | f(z)dz . (52c¢)

b—0 a

c Intégrale convergente ou divergente

Soit une intégrale I = SZ f(x)dx. Deux types de divergences peuvent surgir, qui font
tendre la valeur de l'intégrale I vers +oo.

1. En fait, f doit étre bornée sur [a,b] et les intégrales convergentes découlant de I’équation (3]
sont également des intégrales impropres, qu’il faut définir, en toute rigueur, par une limite.
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a Critéres de Riemann et de Bertrand pour les singularités

On ne s’intéresse pas ici au cas de divergence & 'infini, soit que a et b soient finis,
soit que I soit convergente & l'infini.
e [ peut diverger parce qu’il existe une singularité x, € [a, b] (on dit, par abus, un
pole) de la fonction f.
e Si la fonction f posséde un comportement singulier du type (&IJ), on peut ap-
pliquer le critére de Riemann (cas d’un vrai pole) généralisé par Bertrand pour
toute singularité :

b
f f(z)dz est localement convergente au voisinage de x,
a

ou a=1 ef>1
) ou a=1 B8=1 ety>1 (53)

e Au cas ou le comportement de f est différent a droite et a gauche, il faut appliquer
les critéres de Riemann ou Bertrand séparément a droite et a gauche. Pour que I soit

convergente, il faut qu’elle le soit des deux cotés.

B Critéres de Riemann et de Bertrand pour les divergences a l'infini

On suppose ici que, soit a = —o0, soit b = 400, soit les deux ensemble.
e On ne s’intéressera, dans ce cours, qu’au comportement d’une intégrale I 4 I'infini
(définie au sens impropre de Riemann) d’une fonction f qui tend vers 0 quand
x — oo (le signe étant celui de la borne impropre qu’on étudie).
e [ peut diverger a 'infini bien que |f(x)| — 0 pour z — 0.
e Si la fonction f posséde un comportement en +oo donné par

c

z—+oo |z|*(In|z|)? (In|ln|z|])7.. (54)

()

on peut appliquer le critére de Riemann (cas ou seul o # 0) généralisé par

Bertrand :
b
f f(z)dz (a = —o0 ou b = ) est convergente en + o0
a
=1 t 3 >1
o ) ou o« et 8 (55)
ou a=1 B=1 ety>1
e Dans le cas a = —0 et b = o0, si le comportement de la fonction est différent en +o0

et en —oo, il faut appliquer les critéres de Riemann ou Bertrand séparément aux deux

bornes. Pour que l'intégrale soit convergente, il faut qu’elle le soit en +o0 et en —o0.

2. Malgré la similitude avec le cas d’une singularité en x = 0, il s’agit ici d’'un comportement
convergent.
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v Cas général

Dans le cas général, une fonction peut admettre plusieurs singularités. Pour étudier
la convergence, on recense toutes les singularités x;, puis on étudie la convergence aux
différents poles x;, ainsi, éventuellement, qu’en +co.

d Majoration d’une intégrale

e Soit une fonction f intégrable au sens de Riemann. On a, en toute généralité (a
et b peuvent étre —oo et 0, & condition que les intégrales convergent),

[l < [ sy (56)

e Le cas d’égalité correspond, soit & une fonction f positive ou nulle sur le domaine
d’intégration, c’est-a-dire telle que

Va €la,b] f(x) =0,

soit & une fonction f négative ou nulle sur le domaine d’intégration, c’est-a-dire
telle que
Vz €la,b] f(z)<O0.

3 INTEGRALE DE LEBESGUE

a Principe

Pour calculer I'aire I définie par une fonction réelle f : R — R, on dispose de deux
méthodes qui, bien qu’elles donnent presque toujours le méme résultat, sont radicale-
ment différentes. ATR ol

Dans l'intégration de Riemann, on dé- 5
coupe l'aire en rectangles verticaux et la N
somme des aires de ces rectangles tend vers H
I quand leur largeur de base — 0. Sm

; T

Dans l'intégration de Lebesgue, on dé-
coupe les aires en bandes rectangulaires ho-
rizontales (qui ne sont pas nécessairement
connexes, comme celle qui est grisée par
exemple). Ici encore la somme des aires de
ces rectangles tend vers I quand leur hau-
teur tend vers 0.

Une conséquence de la construction de l'intégrale de Lebesgue est que ses bornes
naturelles d’intégration sont toujours —oo et +o0. On la notera, pour distinguer de
intégrale de Riemann, o f(t)dt. On rencontre aussi la notationd § f(t)dt.

L’égalité

[Lrwae= [ s (57)

signifie que les intégrales de Riemann et de Lebesgue donnent la méme aire.

3. Attention & ne pas confondre avec la notation abusive des primitives.
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b Propriétés

a Majoration

La formule (B0 est valable pour les intégrales de Lebesgue. On a par contre des
formules supplémentaires, qui proviennent de la construction de Lebesgue.

B Décomposition en partie positive et négative

Soit une fonction f intégrable au sens de Lebesgue, on peut décomposer f de fagon
unique en une partie positive et une partie négative, par :

f=rfs0—f<0 avec

B EYVi oo =127

et les deux fonctions f=g et f-o sont toutes deux positives ou nulles.
L’intégrale de Lebesgue de f peut alors s’écrire

JR f(@)de = JR f>o(w)dz — JR f<o(z)dz (58)

ot 'on sépare les aires positives et les aires négatives.

La formule (B8] est a priori interdite pour les intégrales de Riemann impropre. Elle
provient de la construction de Lebesgue, qui au départ ne s’applique qu’aux fonctions
positives, puis est étendue au cas général, justement par la formule ([B).

Cette formule permet d’établir le théoréme suivant :

~v Théoréme d’existence

Soit une fonction f, elle est intégrable au sens de Lebesgue si et seulement si son
module |f| est intégrable également. Autrement dit

f F(t)dt existe J F(8)|dt existe | . (59)
R R

Démonstration : on a o [f(t)|dt = §; f-o(z)dx + §; f<o(x)dz.

Il existe une version analogue de ce théoréme pour les intégrales de Riemann définies
proprement sur un intervalle fini (cf. la note [l de la partie A). Par contre, il est faux
pour les intégrales dites impropres.

c Intégrale définie sur un sous-ensemble mesurable de R

a Définition

Soit A un sous-ensemble mesurable de R, on définit I'intégrale de Lebesgue d’une
fonction f sur A par

f f(z)da =f Ly (2) f (2)de (60)
A R

ou l'on a multiplié f par la fonction caractéristique de A pour annuler l'intégrale sur
R\A.
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B Egalité des intégrales finies de Riemann et Lebesgue

Pour le cas particulier d’un intervallef] A = [a,b], 'égalité entre intégrales de Rie-
mann et de Lebesgue s’écrit, de fagon symbolique,

b
f f@ydr = [ fa)de (61)

[a,b]

ol la derniere intégrale est, par définition, {5 Io5) () f(z)d.

d Changement de variable
o Translation au sens de Riemann

On considére 'intégrale de Riemann

I= Lbf(a:)dx .

e On fait le changement de variable ' = z + x, dans 'intégrale I, ou z, est une
constante réelle. On a alors
dr’ = dx (62a)

et I'intégrale devient

b+zo
I:JJF flx —z)dx ;

a+xo

il est inutile de garder le |’ | car la variable est muette (on 'a donc omis ici).

e On remarque qu’apparait la translatée *° f dans 'intégrale.

e Les formules précédentes se généralisent aux cas de bornes infinies a = —o0 ou
b = o0, & condition d’utiliser les régles d’addition

0 + Xy = O —00 + Xy = —00 .

B Translation au sens de Lebesgue

On considére maintenant une intégrale de Lebesgue

I= ij(:c)d:c .

e On peut faire le changement de variable 2’ = x + x, dans l'intégrale I pour
tout x, € R. L’équation (62al) pour 'élément différentiel, que I'on a établie pour
Iintégrale de Riemann, est valide ici et on a finalement

I= JR F(z — zo)da

ol on omet systématiquement les primes.

e Les formules précédentes se généralisent aux cas de bornes finies. Il suffit de
multiplier f par I, ;[, ot a ou b peuvent étre infinis.
Cette fonction caractéristique est modifiée quand on remplace f par o f en

]I]a+$07b+330['

4. Il n’importe pas de savoir si les bornes sont fermées ou ouvertes puisqu’une intégrale SR f(t)dt est
inchangée si on change f sur un ensemble négligeable de points.
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v Changement d’échelle au sens de Riemann

On considére 'intégrale de Riemann

. Lbf(m)dm .

e On peut faire le changement de variable 2’ = Az dans I'intégrale I, ot \ est une
constante réelle non nulle. On a alors

(62D)

et I'intégrale devient
1 b
I=— flx/N)dz
A Aa
ol on a de nouveau omis le .
e On remarque qu’apparait la dilatée f) dans l'intégrale.
e [l faut noter que, dans le cas ou A < 0, les bornes de l'intégrale sont inversées,
de sorte qu’il faudrait mieux écrire alors

1 Aa
I=— f(z/N)dx
RANY:
et |[A\] = —\ dans ce cas.
e Les formules précédentes se généralisent au cas de bornes infinies a = —o0 ou

b = o0, & condition d’utiliser les régles de multiplication

siA>0 O\ = o0 —00\ = —0 ;
siA<O0 WA\ = —00 —00A = 00 .

& Changement d’échelle au sens de Lebesgue

On considére maintenant une intégrale de Lebesgue

- fRf(m)dm .

e Pour tout A € R*, on peut faire une inflation 2’ = Az dans l'intégrale I. La
relation (62D]) n’est pas valable, on écrit a la place :

dz’ = |\|dx (62c)

et on trouve

1 x

e Notez bien que les bornes sont inchangées, par définition.

e Pour le cas A < 0, cela revient bien au méme que par l'intégration de Riemann
le signe de dz/dx’ se compense avec celui provenant de l'inversion des bornes,
dans l'intégrale de Riemann :

fw f(@)da =

oof()\x))\d:c = jjooo FQx)(=A)dx = || J_oooof()\x)dx .

400

Ce résultat est logique puisque le signe d’une aire ne dépend pas de la fagon dont
on la calcule; le facteur |A| ne change pas son signe, contrairement a un facteur
A, qui changerait le signe de 'aire!
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e

Cas général

On considére seulement le cas de I'intégrale de Riemann

I= Lbf(x)da: .

e Soit le changement de variable général 2’ = h(z) (on admet que h est une

bijection de ]a, b[ vers |h(a), h(b)[), alors
dx’ = h'(z)dx (62d)

et I'intégrale devient

h(b) 1

I= )y T Oy

ol on a de nouveau omis le .

e Des problémes d’inversion des bornes peuvent encore se produire. On peut mon-

trer que cela se produit toujours en coincidence avec un changement de signe de
h' oh™1.

Conditions d’existence

e Il peut arriver que l'intégrale existe au sens de Lebesgue mais pas au sens de

Riemann ; c’est par exemple le cas des fonctions nulles presque partout ; on peut
créer d’autres exemples en ajoutant & n’importe quelle fonction intégrable une
fonction nulle presque partout.

A l'inverse, il existe des cas ou seule I'intégrale de Riemann est définie (il s’agit
toujours alors d’intégrale de Riemann impropre). Cela provient du théoréme (B9]).
Contre-exemple fondamental : Sofoo wmﬁ = 7 est une intégrale convergente, elle
est bien définie au sens des intégrales impropres de Riemann. Pour le montrer, il
suffit de remarquer que c’est une série alternée de terme général tendant vers 0.

Or, 80 ‘SLt(t)ldt est divergente (& cause du terme en %) Donc, d’aprés le théoréme

69, SR wmﬁ n’est pas intégrable au sens de Lebesgue.

L’aspect le plus paradoxal de ce contre-exemple est que ’on montre en intégrant
par parties que cette intégrale est égale & SR 1_(;57(2’5('5)6%, qui, elle, est bien intégrable
au sens de Lebesgue. Ceci prouve simplement que l'intégration par parties est

une technique propre a ’intégration de Riemann.

4 METRIQUES APPLICABLES AUX FONCTIONS

On considére ici les fonctions définies dans R et a valeur dans C, f : R — C et on

cherche les normes adaptées & ces fonctions.

a Norme ||,

a Définition

On utilisera les normes | |,, définies par

71, = ([ 1 dt)% . (63)
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B Relation entre normes

e On peut montrer la relation

- 1 -
[llp < €7@ [ fllpia (64)

ou / est la longueur du supportﬁ de f, donnée par la formule (G0J).
e Quand / est infini, cette formule est inutilisable et on ne peut pas ordonner ces normes.

~ Cas particulier de la norme | |

e On définit la norme | |4 correspondant a la limite p — oo par :

£l = Yim £l - (65)

e Si f est une fonction suffisamment continue, on peut montrer

[ £l = s%p(f) (66)

autrement dit, la norme | |4 est égale a la la norme sup des fonctions.
e Cependant, sup est définie au point prés, aussi I’égalité entre

|o et la norme sup peut
étre violée. Voir par exemple [Ellk1

b Produit hermitien

On définit le produit hermitien entre deux fonctions f et g par

(Flg) = j%37559<w>dx ; (67)

toutefois, cette intégrale n’est pas définie pour tout couple de fonctions (f,g). On verra
que le seul espace muni d’un produit hermitien est L?.

c Intégrale de Stieltjes

On ne va pas introduire les vraies intégrales de Stieltjes intgi(f) = § f(z)dm(x)
dans le cas général mais seulement dans le cas ot elles peuvent s’écrire :

intgy(f) = JR f(x)m/(z)dx (68)

ou h = m/ est réglée. La norme |||op, et le produit hermitien (f|g)y associés a h s’écrivent

M%=¢LU@WM@M ot (Slon = | F@a@h(a)ds

h joue le role d’une métrique; si h est constant (h = 1), la métrique est plate, sinon elle
ne ’est pas. La métrique est euclidienne ssi h est positive,ﬁ h = 0.

5. Remarque, pour une fonction réglée par morceaux, Support(f) est toujours mesurable, et £ est
bien défini (mais peut étre infini).
6. h = 0 si pour presque tout z, h(z) = 0.
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C Espace LY(R)

1 GENERALITES

a Deéfinition

On note £1(R) I'ensemble des fonctions intégrables au sens de Lebesgue,
Ll = {f telle que | f|l; < o0}.
b Norme

Par construction, £1(IR) est muni de la norme | ||;. Vérifions les relations
[@ et @) requises] pour une norme :
a Homogénéité

Soit f une fonction intégrable au sens de Lebesgue et A € C. Prouvons() :
Il = [ W@ide = [ 1#@)lde = Nl

B Inégalité triangulaire

Soient f et g, deux fonctions intégrables au sens de Lebesgue. Prouvons (@) :

If +gl = fR|f<x>+g<x>|dw
< [ (r@i+19@D = | 1f@az+ | 19@\dz = 11 + 1ol
R R R
§17@)] = lot@)) = J 1@z = Tlo(w)ldz = |1h = lals
> T le@)] - 1f@)) = §lg@)ldz — §1£(@)ldz = Jgly — | ]
R R R
soit =[]~ Lol

v Séparabilité

Toutefois, la séparabilité de |[|; n’est pas vérifiée. En effet, soit une fonction f nulle
presque partout, sa norme est |f|; = 0. On va définir plus précisément les fonctions
nulles presque partout et introduire la correction a ce défaut de séparabilité par la suite.

1. Ces relations ont été introduite pour une norme dérivant d’un produit hermitien mais elles s’ap-
pliquent de facon générale, comme ici a L' (R) qui n’est pas muni d’un tel produit. A I'inverse, (§) n’est
pas applicable ici.
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c Fonction nulle presque partout

On appelle fonction nulle presque partout (ou encore pour presque tout x) une
fonction f telle que {5 |f(x)|dz = 0. Une telle fonction n’est pas nécessairement nulle,
f # 0, car il peut exister des points xg, x1, ..., Tn, tels que f(z;) # 0. L’ensemble des
points x; ou la fonction f n’est pas nulle est négligeable, c’est-a-dire de mesure nulle.

e Un exemple fondamental de fonction nulle presque partout est la fonction caractéristique
d’un ensemble de mesure nulle. En effet, pour tout N de mesure nulle, la fonction Iy
est nulle hors de N'; or, dans ce cas, mesure et intégrale coincident.

e Par exemple, soit Q 'ensemble des nombres rationnels. D’aprés ce qui précéde, on définit
fonction Iy par Ip(z) = 1 si € Q et 0 sinon. Alors, {, Ig(t)dt = 0 : la fonction I est
nulle presque partout.

d Classe d’équivalence de fonctions égales presque partout

o Egalité presque partout

Soit f et g deux fonctions, on définit 1’égalité presque partout, qu'on note f = g pp,
par f — g nulle presque partout, f —¢g = 0 pp.
e On a alors

f=gpp — fRfa)dt: nga)dt. (69)

Démonstration : d’aprés I’équation (G4]), on a

f £() - g(t)dt| < j F(t) — g(t)]dt = 0
R R

ou la derniére équation est la définition de f — g = 0 pp.
e La réciproque est fausse; par contre, on peut écrire

0<

fR F®) —gldt=0 = f=gpp

B Relation d’équivalence

Soit deux fonctions f et g dans £'(R), on définit la relation d’équivalence R et on

écrit f 2 g si elles sont égales presque partout.

~v FEnsemble quotient

On travaillera dans I’ensemble quotient L'(R) = £1/R des classes d’équivalence des
fonctions pour la relation R. Plus simplement, on identifiera deux fonctions si elles sont
égales presque partoutﬂ

L'(R) est bien séparable pour la norme ||;.

Dans L' (R), quand une fonction admet une discontinuité ponctuelle, on ne distingue
pas selon la valeur de la fonction au point de discontinuité. Par exemple, soit H la
fonction de Heaviside, définie par H(z) = 0 Vo < 0 et H(x) = 1 Y > 0; dans L!(R),
la valeur exacte de H(0) ne compte pas et peut étre redéfinie sans rien changer.

2. Tandis que la mesure du complémentaire vaut p(R\{z;}) = pu(R) = oo, f étant nulle sur ce
complémentaire ; pour mieux comprendre, on peut restreindre la fonction a lintervalle — [0,1], on a
p(fwi € [0,1]}) = 0 et p([0, 1)\{z: € [0,1]}) = u([0,1]) = 1.

3. Il existe une autre stratégie, qui consiste & ne considérer que les fonctions continues. Toutefois,
cela aurait nécessité un bricolage spécifique pour traiter des fonctions continues par morceaux.

60



e Produit hermitien

Le produit hermitien (67)) n’est pas défini pour tout couple de fonctions (f,g) €
LY(R) x LY(R). Lorsqu’il est bien défini, c’est-a-dire lorsque l'intégrale correspondante
est convergente, on pourra ['utiliser.

2 PROPRIETES

a Espace de Banach

L'(R) est un espace de Banach. Cela signifie qu’il contient son adhérence.
Pour le prouver, on montre que toute suite de Cauchy définie dans cet espace y
converge.

a Suite de Cauchy

Une suite de Cauchy, dans £!(R) muni de la norme ||[|1, est une suite de fonctions
frn vérifiant

Ve > 0 dn, tel que

V(m,n)eNQ, (m>n.&n>n.)=|fm— foli <e; (70)

ce qui signifie que f,,, — fn — 0, quand m — o et n — o0.

B Limite d’une suite de Cauchy

On montre (hors programme) que toute suite de Cauchy {f,} définiel] dans L' (R)
admet une limite f définie presque pour tout = € R et que cette limite f € L!(R).
On dit que L!(R) est complet pour la norme ||, c’est un espace de Banach.

b Bases

Avant d’étudier le cas particulier des bases de L!(R), il convient de discuter des
bases en dimension infinie.

a Bases en dimension infinie

Définir une base dans un espace vectoriel de dimension infini n’est pas trivial; il
en existe deux fagons : une base est certainement une collection B infinie de vecteurs.
Selon une premiére conception, tout vecteur u peut étre décomposé comme une somme
finie d’éléments de B :

n € N* 3(¢;,b;) € C x B pour i = 1..n u = Zcibi )

On dit que la base est algébrique. Selon une seconde conception, la base est dénombrable
et peut s’écrire B = {b;, i € N*}, alors la décomposition est infinie, autrement dit elle
définit une suite dont u est la limite :
n e e}
Jc; € C pour ¢ € N* UZJE%C;cibiE;cibi;
i= i=

4. On peut définir la suite dans LI(R), il suffit pour cela d’exhiber un représentant de la suite, qui
est défini dans L*(R).
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ou on a soit écrit la limite explicitement, soit implicitement.

On prouve que les bases algébriques ne sont jamais dénombrables. Ainsi, ces deux
conceptions ne sont pas compatibles. De plus, 'existence de bases algébriques n’est
démontrée qu’avec I’axiome du choix, dont 'utilisation en physique est discutable. Aussi,
nous étudierons seulement les espaces munis de bases dénombrables.

On notera qu’'un vecteur ne peut étre obtenu a priori que comme une limite, lorsqu’on
le décompose dans une telle base, sauf lorsque la suite ¢; devient identiquement nulle &
partir d’'un certain rang. Toutefois, la décomposition est unique.

B Base de Haar

Une base possible pour la décomposition d’une fonction de L'(R) est la base de
Haar. Par la suite, nous n’utiliserons pas ces bases, qui constitue 'ingrédient essentiel
de la transformée Ondelette.

On construit d’abord une base des fonctions a valeur dans [0, 1]. La fonction f; est
la fonction constante : Yz € [0,1], fi(x) = 1. Ensuite, Yn > 1, on trouve (k,!) unique,
vérifiant k> 0 et 1 <1< 2%, tels que n = 2% + 1 et on définit

Il =Tzt gt~ gt -
On peut par exemple observer que fo est une fonction créneau, qui vaut fo(x) = 1
VO < z < % et fa(r) = —1 V% < z < 1. Pour tout n = 3, le support de f, est
strictement inclus dans [0, 1], ce qui signifie qu'il existe au moins un intervalle I de
mesure non nulle, I < [0,1], tel que f s’annule sur I.

Pour étendre cette base & R entier, on peut décomposer la droite réelle en intervalles
de mesure 1 selon la procédure décrite au second item du La base est alors décrite
par deux indices entiers, qui peuvent étre recomposés en un indice unique selon la
procédure décrire a l'item suivant de

v Awutres bases

Les bases hilbertiennes, que nous définirons dans les espaces L?, ne sont pas com-
plétes dans L'. Toutefois, cela n’interdit pas de les utiliser au cas par cas : il arrive de
fagon remarquable qu’une fonction de L' soit décomposable dans une base (incompléte),
comme dans I'exemple suivant.

On considére g(x) = 1/y/z Va €]0, 1] et nulle ailleurs. On choisit la base des fonctions
fn définiesfl Vn e N* par f,(x) = v/2sin(nwz) Yz €]0,1] et f,(z) = 0 ailleurs.

On observe que les produits hermitiens ¢,, = {f,,|g) sont des intégrales convergentes@

et on peut écrire
o0

g(x) = Z Cnfn(x)

n=1

comme si g avait été dans L2(]0, 1[) alors que |g[o diverge.

L’intérét d’une telle décomposition est qu’on peut utiliser le produit hermitien pour
en obtenir les coefficients, c¢’est pour cela que les fonctions de base ont été normalisées
dans L?(]0,1[), afin d’obtenir une formule élégante.

5. C’est une base de L?(]0, 1[) qui n’engendre que des fonctions & support dans [0, 1], c’est précisé-
ment ce qui nous intéresse ici. Ces fonctions sont normalisées pour la norme |||2.
6. Elles s’expriment avec des fonctions spéciales, dites de Fresnel.
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3 OPERATEURS LINEAIRES

a Deéfinition

On peut définir toute sorte d’opérateurs dans L'(R), qui transforment linéairement
les fonctions.

a Transformations ordinaires

La translation 7

linéaire.
L’inflation y, qui agit selon f — fy, avec fy(z) = f(x/A) est un opérateur linéaire.
En particulier, la transposition ~, qui agit selon f — f, avec f = f(—x), est une
inflation de facteur A = —1.

, qui agit selon f +— 7f avec "f(x) = f(x — 7) est un opérateur

B Transformations définies dans un sous-ensemble de L'(R)

La dérivation n’est pas définie pour toutes les fonctions f € L'(R). Pour les fonctions
presque partout dérivables de £!(RR), on définit opérateur ’, qui agit selon f — f’.

Pour toute fonction f € L1(R) et tout x,, on définit F,  définie par F, (z) =
S;CO f(t)dt. L’application f +— F,_ est linéaire mais n’est pas un opérateur de L!(R), car
rien n’assure que F,, € L'(R). Il arrive qu’il n’existe aucun z, tel que cela soit le cas.

Soit x, donné, dans I’ensemble des fonctions telles que F,, € £'(R) soit définie pour
presque tout x, on définit 'opérateur primitive P, , qui agit selon f +— F .

~v Addition, produit et composition

Soit g € L1(R), on définit 'opérateur “addition de ¢”, qui agit selon f > f + g, avec
(f +9)(@) = f(z) + g().

Soit g € L*(R), on définit 'opérateur “multiplication par g”, qui agit selon f — fg,
avec (£g)(x) = f(x)g(x).

Si on généralise la multiplication pour g non bornée, 'opérateur n’est pas défini
pour toutes les fonctions f € L(R). Par exemple, f — X, avec ¥(z) = f(x)/z est défini
sur les fonctions f telles que f € LY (R) avec f(z) = z.f(x).

Soit g € LY(R), on définit I'opérateur “convolution par ¢”, qui agit selon f — f % g,
avec (f % g)(x) = g f()g(x—t)dt = (5 f(x—1t)g(t)dt. Noter que f * g est définil] pour
presque tout z. On peut également définir f % g pour g € L (R).

Soit g une fonction de R — R, pour toute f € L!(R) on définit f o g par f(g(z))
mais, selon les fonctions f et g, fog € L'(R) ou pas. Pour certaines fonctions g, cela est
assuré : par exemple, la translation correspond au cas g(z) = = — 7, 'inflation au cas
g(x) = /X et on peut composer ces deux cas. Pour g donnée, 'opérateur “composition
par ¢g” est défini dans I’ensemble des fonctions f telles que f o g € L'(R).

Soit g une fonction de R — R, pour toute f € L1(R), g o f est définie mais, selon
les fonctions f et g, fog e L'(R) ou pas. Cela est assuré pour certaines fonctions g,
comme celles données au cas précédent. Pour g donnée, 'opérateur “composition de g
par la fonction” est défini dans I’ensemble des fonctions f telles que g o f € L*(R).

7. §p f(x)g(t)dzdt existe grace au théoréme de Fubini, on fait le changement de variable (z,t) —

1 -1 .
5 T 0 1 ‘ =1don §, f(x)g(t)dedt =

Spe f(2 =t g(t)|J|da'dt" = §, f % g(x)d. A'grc1si7 f * g est intégrable et donc définie pp.

oz oz

(z/,1') = (z + t,t), dont le Jacobien s'écrit | % &/
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& Autres transformations

Il n’est pas possible de lister I’ensemble des transformations connues en mathéma-
tiques.

La transformation de Fourier F sera définie dans L?(R). Elle agit sur toutes les
fonctions de L!(R) selon f £ mais on n’est pas toujours assuré de f € L'(R).

La transformation de Legendre ¢ est définie dans le cours de physique statistique,
elle agit sur toutes les fonctions de L'(R) selon f — £(f) = fo(f")=Y mais on ne peut
rien dire de I'appartenance de £(f).

Attention, bien que £ soit linéaire, opérateur réciproque f — f(=1) n’est pas linéaire
et n’entre pas dans cette discussion.

b Propriétés

Les propriétés des opérateurs linéaires de L' (IR) concernent la norme des opérateurs
et leur composition. Leur spectre sera étudié a part.

a Norme des opérateurs

La norme d’un opérateur O est notée [|O]|,, elle est définie par

0
loll, = sup 190

rerr@®) Il

7L

Les opérateurs translation, inflation, “addition d’une fonction”, “multiplication par
une fonction bornée” ont une norme finie. Dans le domaine réduit ou elle est définie,
la multiplication par une fonction non bornée n’est pas bornée (sa norme est infinie).
La norme de I'opérateur dérivée est infinie, de méme que || Py, ||, dans son domaine de
définition.

Dans L!(R), F n’est pas bornée (||F]|; = o0). Notons l'opérateur “produit de convo-
lution par g” par . * g. Si g € L}(R), la norme ||. % g, peut étre infinie; si g € L*(R),
au contraire, [|. % g||l; = g/ ; démonstration :

I % gl = [§ee £(Blg(a — Odadt] < suplg(a)| 55 F(0] < lgle i |0t = gl s

B Propriétés de la norme

La norme || ||, vérifie la propriété de séparation, les relations d’homogénéité ([7) et
triangulaire ([@). Les démonstrations sont identiques au cas d'un espace de dimension
finie.

Comme en dimension finie, les opérateurs O ayant une norme finie, [|O||, = K < oo,
sont les opérateurs continus. Par contre, on constate qu’ils ne le sont pas tous.

On observe que [|J[[; = 1.

v Composition

On peut composer les opérateurs de L'(R) de facon usuelle : Soient O et P deux
opérateurs, Vf e L}(R), on a O o P(f) = O(P(f)).

Quand on utilise des opérateurs O et P définis sur un sous-ensemble de L!(R), on
doit éventuellement restreindre le domaine d’application de O o P de fagon & ce que
O(P(f)) € L\(R).

La composée des opérateur vérifie la relation (BI)). La démonstration est analogue
au cas d’un espace de dimension finie.
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c Spectre des opérateurs

La théorie spectrale des opérateurs est extrémement riche en dimension infinie, nous
n’en étudierons que quelques éléments.

a Spectre ponctuel

Les valeurs propres des opérateurs peuvent étre définies dans un espace de dimen-
sion infinie, de fagon analogue & leur définition en dimension finie. On appelle spectre
ponctuel d’'un opérateur O et on note S,(O) 'ensemble des nombres complexes A tels
qu’il existe f € LY(R) vérifiant O(f) = Af. On appelle parfois les vecteurs propres f
fonctions propres.

On définit E), l'espace propre comme en dimension finie, E) = {f, O(f) = A\f}.
C’est un espace vectoriel (éventuellement de dimension infinie).

B Spectre essentiel

Il est apparu en mathématiques que le spectre ponctuel n’est pas ’ensemble le plus
pertinent en dimension infinie. On définit le spectre essentiel S(O) comme 'ensemble
des nombres complexes A tels que O — A J est non inversiblef, ou, si %Oml < 0, tels que
(O —=XT)7L|; = o, c’est a dire que (O — AJ)~! n’est pas continu.

Cet ensemble S(0), également appelé spectre ou “ensemble des valeurs spectrales”,
contient I'ensemble S,,(0) des valeurs propres, S,(0) < S(0O).

Notons D(r, z) le disque complexe fermé@ de centre z et de rayon r = 0.

Si O est borné (i.e. continu), on a le théoréme suivant :

« le spectre est inclus dans le disque D(||O]|,,0). »

On note R(O) € Ry et on appelle rayon spectral le plus petit nombre r tel que
D(r,0) o S(O). Le résultat précédent indique R(O) < [|Of|;. On a un résultat plus
précis :

— nl/n:.f nyl/n 1
R(0) = lim [[O%I;™ = inf [JO"[I;"™, (71)
ou la seconde égalité indique que la suite \HO”HH/ " est décroissante.

En particulier, R(O) existe toujours, ce qui implique que S(O) # J : un opérateur a
toujours au moins une valeur spectrale. Mais il existe des opérateurs sans valeur propre.

4 FORMES LINEAIRES

Il est possible de définir des formes linéaires dans tout L'(R) : & toute fonction
bornée h € L*(R), on associe la forme ¢, définie par :

VFELIR), frgn() = | (o)

Si on ne choisit pas h dans L*(R), 'intégrale peut diverger et ¢, n’est pas définie pour
toute les fonctions de L'(R). Ceci prouve que le dual de L*(R) est L®(R).

8. J est 'identité de L' (R).
9. En effet, un théoréme assure que, s’il existe, I'inverse d’un opérateur continu est continu.
10. Contenant son bord, en Poccurrence le cercle C(r, z).
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D Espace L*(R)

1 GENERALITES

a Définition
On note £2 Pensemble des fonctions de carré sommablel] au sens de Lebesgue,
L2 = {f telle que | f|l2 < o0}.
b Produit hermitien et norme
a  Produit hermitien

L’espace £2(R) est muni du produit hermitien défini par (&7).

B Norme

L’espace £2(R) est muni de la norme ||[|2. C’est une norme euclidienne car elle est
associée au produit hermitien : soit f € £L2(R), on a

[fll2 = /<A1 -

v Homogénéité et inégalité triangulaire

||2 vérifie bien les relations d’homogénéité (7)) et l'inégalité triangulaire (@). Les
démonstrations sont identiques au cas de I'espace L!(R).
6 Inégalité de Cauchy-Schwarz

La formule de Cauchy-Schwarz () est vérifiée et s’écrit

V(f,9) € L2 x L2 [{flg) <|flallgl:] (72)

En conséquence, on a le théoréme suivant : si (f,g) € L? x L?, alors {f|g) existe.

e Séparabilite

Toutefois, la séparabilité de |||z n’est pas vérifiée. En effet, soit une fonction f nulle
presque partout, sa norme est ||f|2 = 0. On résout ce probléme en passant & ’ensemble
quotient comme dans L,

1. C’est un synonyme de intégrable que I’on emploie ici par habitude.
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¢ Définition de L*(R)

On travaillera dans I’ensemble quotient L?(R) = £2/R des classes d’équivalence des
fonctions pour la relation R. L?(R) est bien séparable pour la norme | 5.

2 PROPRIETES

a Espace de Banach

L?(R) est un espace de Banach. Cela signifie qu’il contient son adhérence.

Pour le prouver, on montre que toute suite de Cauchy définie dans cet espace y
converge. Les suites de Cauchy de L?(R) sont définies comme celle définies dans L!(R)
mais avec la norme ||o.

a Limite d’une suite de Cauchy

On montre (hors programme) que toute suite de Cauchy {f,} définiel dans L2(R)
admet une limite f définie presque pour tout = € R et que cette limite f € L?(R).
B3 Complétude

On dit que L?(R) est complet pour la norme ||||2, ¢’est un espace de Banach.

b Structure hilbertienne

La base de Haar, qui a été introduite dans L'(R), est aussi une base de L?(R).
Cependant, nous ne P'utiliserons pas car, grace au produit hermitien, L?(R) est muni
d’une structure hilbertienne, beaucoup plus puissante et facile d’utilisation.

a Espace de Hilbert% indexEspace !de Hilbert

L?(R) est muni d’un produit hermitien, sa norme est euclidienne et on peut y géné-
raliser le théoréme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt et construire, & partir d’une
base dénombrable quelconque, une base orthonormée. C’est un espace de Hilbert.

B Bases hilbertienne

On se place ainsi directement dans la généralisation d’une métrique plate et eucli-
dienne et on ne considére, dans L2(R), que les base dénombrables orthonormées. Une
telle base s’écrit {f, € L2(R), n e N*}, avec

Vm#n (fulfa)=0 et YneN* |fifa=1.

~v Cas d’une métrique euclidienne non plate

On peut généraliser la construction de bases hilbertiennes en la généralisant pour
la norme de Stieltjes |[l2n quand h n’est pas constante. On étudiera seulement le cas
(euclidien) “h = 0 et h(x) = 0 pour un nombre négligeable de points”. La relation
d’orthonormalisation entre fonctions de la base s’écrit {fi|fu)n = 0 Vm # n et la
relation de normalisation | f, |2, = 1.

2. On peut définir la suite dans L> (R), il suffit pour cela d’exhiber un représentant de la suite, qui
est défini dans £%(R).
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L’espace des fonctions muni de la norme |2, n’est pas L2(R). Plutot que de redéfinir

un espace approprié, on utilisera une condition modifiée f/ Vhe L?(R). En un point z,

ou h(x,) s’annule, on peut avoir une divergence lim f(z)/+/h(x) & droite (x — x,™)
Tzt

ou & gauche (z — x,”) mais elle est sans influence sur U'intégrabilité éventuelle de f/v/h.

& Décomposition d’une fonction

Toute fonction g € L£2(R) peut étre décomposée de facon unique dans une base
hilbertienne {f,} pour la métrique généralisée de Stieltjes |||z, avec h = 0 réglée, h # 0
pp- On a alors

[00]
pour presque tout x Z<fn|g>hfn . (73)

Cette formule est valide dans le cas particulier de la norme |2 (h = 1). Notez que la
convergence n’est pas garantie pour tout x € R.

c Convergence

Soit g € L?(R), soit une base hilbertienne {f,,, n € N*}, on note a, = {f|fn) les
composantes de g dans cette base. On va étudier la convergence des suites associées aux
composantes.

a Série Y. anfn()

La suite sp(x) = > a;ifi(x) est convergente et sa limite est donnée par (73)), i.e.
lirrolo sn(z) = g(x) presque pour tout € R. On peut caractériser la convergence de cette
n—

suite de fagon plus précise. On a
lim |[s, —gl2 =0,
n—00

on dit que s,, converge au sens de L?(R).

B Série des normes

Une conséquence du résultat précédent est que la série converge en norme au sens
de L?. Comme par définition ||f,|2 = 1 Vn € N*| cela s’écrit

lgllz = || lim s = lim [s,[2 =
n—o0 n—ao0

Plus précisément, le carré de la norme du reste, soit ||g — s, /> est égale au reste des
carrés des normes, ||g|5> — |sn]o> et tend vers 0 quand n — oo.

v Cas des fonctions de L'(R)

e}
On rappelle qu’il existe des fonctions g € L (R)\L?(R), telle que g(x) = >} anfn()
n=1
pour presque tout x € R, sans pouvoir le justifier.
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o0
La convergence de Y. |a,|? est exclus, car L? étant complet, la suite aurait une
n=1
limite § € L*(R) nécessairement différente de g.

On définit s,, comme pour g € L?(R). Bien que lim s, = g, cette convergence ne
n—0oo
peut pas étre au sens de L%(R), sinon la série de terme |a,|?> convergerait, ce qui

vient d’étre exclus. Est-ce que s, converge au sens de L'(R)? cela peut étre le cas,
comme ne pas 'étre, il y a des exemples des deux situations.

3 FORMES LINEAIRES

a Exemples

On peut définir de nombreuses formes linéaires dans L?(R).
Par exemple, a tout g € £L2(R), on peut associer la forme linéaire g définie par

VFELAR), [ ()= | f@lga)de

Si on essaye de définir d’autres formes linéaires, par exemple la distribution de Dirac
8z, définie par f + f(x,), on tombe sur un écueil : §,, n’est pas définie dans tout L?(R).
Par exemple, soit f définie par f(z) = 1/|z|'/* Yz € [-1,1] et f(z) = 0 ailleurs, alors
do(f) diverge et n’est pas bien définie bien que f € L?(R).

Cela résulte de la structure de Hilbert, on a le résultat fondamental suivant.

b Théoréme de représentation de Riesz

Les espaces de Hilbert vérifie le théoréme de représentation : soit o € (L?(R))* une
forme linéaire de L?(R) — C, alors il existe f € L2(R) telle que ¢ = ¢y, cest a dire,
Vg € L2(R), p(g) = {fl9)-

Cela prouve qu’il y a bijection entre L?(R) et (L?(R))* comme dans les espaces de
dimension finie. C’est faux dans les espaces de Banach qui ne sont pas des espaces de
Hilbert, comme L!(R).

4 (OPERATEURS LINEAIRES

a Deéfinition

Tous les opérateurs définis dans la section concernant L*(R) sont définis dans L?(R).
Il n’y a pas lieu de redéfinir la translation, I'inflation, la transposition, la dérivation et
la primitive P, .

a Addition, produit et composition

Soit g € L2(R), on définit I'opérateur “addition de g”, f + f + g.

La définition de la multiplication par une fonction bornée est identique a celle donnée
dans L'(R), y compris si on utilise une métrique non plate avec h > 0, h # 0 pp. La
multiplication par une fonction g non bornée nécessite une restriction analogue : il faut
s’assurer que fg € L?(R). Si on travaille avec h > 0, h # 0 pp, la condition devient

fg/Vhe L*(R).
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Soit g € LQéR), on définit 'opérateur “convolution par ¢”, f — f % g. Noter que
f * g est définild pour presque tout .

Soit g une fonction de R — R, pour toute f € L2(R), f o g est définie mais, selon
les fonctions f et g, f o g€ L?(R) ou pas. Cela est assuré pour les fonctions g données
dans la section concernant L!(R). Pour g donnée, I'opérateur “composition par g” est
défini dans I’ensemble des fonctions f telles que f o g € L?(R).

Soit g une fonction de R — R, pour toute f € L2(R), g o f est définie mais, selon
les fonctions f et g, f o g e L%(R) ou pas. Cela est assuré pour certaines fonctions g,
comme celles données au cas précédent. Pour g donnée, 'opérateur “composition de g
par la fonction” est défini dans I’ensemble des fonctions f telles que g o f € L(R).

B Autres transformations

La transformation de Fourier F, f — ]? , ol f est définie par
f(2) =f f(t)e 2" tgy (75a)
R

On a f e L?(R), en particulier elle est définie pour presque tout z. De plus, F admet
une transformation inverse, qui s’écrit

) = fR Ft) eXimotap (75b)

F admet un polynoéme minimal 2* — 1, ce qui signifie que ses seules valeurs propres
possibles sont 1, —1, 1 et —i. C’est cohérent avec la norme de F, qui est donnée plus
bas.

Il n’y a pas lieu de redéfinir la transformation de Legendre ¢, dont la définition dans
L?(R) est identique a celle dans L!(R). On ne peut rien dire de 'appartenance de £(f)
Vf e L3(R).

b Adjoint

Comme L?(R) est un espace de Hilbert, muni d’un produit hermitien, on définit
'adjoint O d’un opérateur quelconque O par

Vf.ge LAR), (f|OTg) = {glO[f) .

Cette définition n’est pas strictement exacte. Pour les opérateurs continus, I’expression
précédente est définie pour tout couple (f,g) € L?(R) x L?(R) et la définition est
correcte. Pour les opérateurs non bornée, on définit D = L2(R) telle que O(f) existe
Vf e D. Alors, écriture précédente est définie pour tous les objets g € D* et Of(g) est
défini pour toutes ces fonctions g.

c Propriétés

Les propriétés des opérateurs linéaires de L?(IR) concernent la norme des opérateurs
et leur composition. Leur spectre sera étudié & part.

3. L’existence découle de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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a Norme des opérateurs

La norme d’un opérateur O est notée ||O||,, la définition est :

[0CN)]2 .

10l = sup ——=—=; ou plus généralement |[|Of|, =  sup 19(£)ll2n ,
feL?2(R) ||fH2 f/VRheL2(R) Hf”Zh
si on introduit A = 0 réglée, h # 0 pp.

Les opérateurs translation, inflation, “addition d’une fonction”, “multiplication par
une fonction g bornée” ont une norme finie. Dans le domaine réduit ot elle est définie, la
“multiplication par une fonction g non bornée” n’est pas bornée (sa norme est infinie).
La norme de I'opérateur dérivée est infinie, de méme que || Py, ||, dans son domaine de
définition.

Ces résultats sont valides pour la norme généralisée avec h # 1. Par contre, les
résultats suivants ne sont établis que pour la norme standard, h = 1.

Dans L%(R), la norme de J vaut ||F||, = 1, c’est une isométrie. Soit g € L*(R),
notons l'opérateur “produit de convolution par ¢g” par . % g, sa norme vaut [|. % g||, =

lgll2-

B Propriétés de la norme

La norme || ||, vérifient la propriété de séparation, les relations d’homogénéité (7))
et triangulaire ([@)). La démonstration est analogue aux cas précédents.

Comme dans les cas précédents, les opérateurs O ayant une norme finie, ||O||, = K < oo,
sont les opérateurs continus.

On observe que [|J]|, = 1.

~v Composition

On peut composer les opérateurs de L?(R) de facon usuelle. Soient O et P deux
opérateurs, Vf € L2(R), on a O o P(f) = O(P(f)).

Quand on utilise des opérateurs O et P définis sur un sous-ensemble de L?(R), on
doit éventuellement restreindre le domaine d’application de O o P de fagon a ce que
O(P(f) € L2(R).

La composée des opérateur vérifie la relation (BI)). La démonstration est analogue
aux cas précédents.

d Spectre des opérateurs

a Spectre ponctuel

On appelle spectre ponctuel d’'un opérateur O et on note S,(O) I'ensemble des
nombres complexes \ tels qu'il existe f € L%(R) fonction propre vérifiant O(f) = Af.

On définit E), l'espace propre comme en dimension finie, E\ = {f, O(f) = Af}.
C’est un espace vectoriel (éventuellement de dimension infinie).

B Spectre essentiel

On définit le spectre essentiel S(O) comme 1’ensemble des nombres complexes A tels
que O — AJ est non inversible@, ou, si WOHE < o, tels que [|(O — AJ)7L||, = oo, cest &
dire que (O — AJ)~! n'est pas continu.f

4. J est 'identité de L?(R).
5. Comme dans L' (R), sil existe, 'inverse d’un opérateur continu est continu.
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Cet ensemble S(0), également appelé spectre ou “ensemble des valeurs spectrales”,
contient 'ensemble S,(O) des valeurs propres, S,(0) < S(O).

Si O est borné (i.e. continu), comme dans L!(R) le spectre est inclus dans le disque
(|0, 0).

Le rayon spectral R(O) € R, est défini comme dans L'(R). Le résultat précédent
s’écrit R(O) < [|O]|, et on a la formule ([71)) :

. nml/n . nil/n
R(0) = lim [|0"[};" = inf O[3 .

En particulier, R(O) existe toujours, ce qui implique que S(O) # & : un opérateur a
toujours au moins une valeur spectrale. Mais il existe des opérateurs sans valeur propre.

e Opérateurs normaux
a Définition
Un opérateur O de L?(R) est dit normal s’il commute avec son adjoint :

00 = 00" = [0,0T] =0 . (76)

B Rayon spectral d’un opérateur normal

Le rayon spectral d’un opérateur O normal vaut R(O) = ||O]|.

Démonstration : remarquons d’abord que P = 070 est hermitien. On calcule [|PP||, de
deux facons.

D’une part, comme PP = PTP, on appliquel la formule @), ce qui sécrit PP, = \HTPH\;
D’aprés la définition de P, on peut également appliquer @) a [|O||,, ce qui s’écrit || P||, = H\O\Hg
d’ot finalement [|PP, = [|O][3-

Mais, par ailleurs, comme O et Of commutent, PP = 0TOO0TO = (07)20%. Or, posons
Q = 92, on vérifie QT = (O7)2. Finalement PP = Q7Q et on applique & nouveau @), ce qui
donne [|PP[l, = [|02]]3.

i e e o ; . . 9 1/2
On écrit alors I'égalité de ces deux quantités, qu'on met a la puissance 1/4 : [|O%[|,/" = || 9],
On peut réitérer cette procédure, pour prouver par récurrence que

9—n

Vn e N, \HOQ s =109]l,-

—n

s N .. . n 2 I 4 .

Or, d’aprés la formule (), la limite lim [|O%"||;  vaut R(O). D’ou le résultat annoncé.
n—00

Ce résultat est notamment valide pour les opérateurs auto-adjoints.

f Opérateurs auto-adjoints
a  Définition

On définit la propriété d’un opérateur H symétrique :

vf.ge LAR), (f|Hg) = (glHIf) . (77)

Comme discuté en bl un opérateur H qui vérifie (77) n’est pas nécessairement auto-
adjoint si son domaine de définition est D strictement inclus dans L?(R). Si D* = D,
H est auto-adjoint, sinon il est simplement symétrique.

6. La démonstration est identique au cas des espaces de dimension finie.
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B Spectre d’un opérateur hermitien

Le spectre d’un opérateur auto-adjoint est réel. On ne peut rien dire des valeurs
propres dans le cas général, a part le résultat suivant.

~v FEspace propre d’un opérateur hermitien

Soit H un opérateur hermitien. S’il existe une valeur propre A, alors A € R (la
démonstration est identique au cas d’un espace de dimension finie). De plus, la dimension
de ’espace propre E) y attaché est finie.

6 Théoréme spectral

On ne trouve pas de démonstration de ce théoréme, en dehors de la sous-classe
des opérateurs hermitiens dits compacts, que nous n’étudierons pas. En pratique, son
utilisation dépasse de trés loin le cas des opérateurs compacts. Nous en donnons 1’énoncé
suivant :

Pour de trées nombreur opérateurs hermitiens de L?(R), on peut définir une base
hilbertienne formée de fonctions propres de cet opérateur. Soit H un tel opérateur her-
mitien, {h,, n € N*} une base hilbertienne de ses fonctions propres et A, leur valeur
propre, [l on a

[oe}

Vfe L2R), f= Z anhy, avec a,=<{h,|f)eC (78)

n=1

Cette décomposition peut également se faire avec le produit hermitien { ), associé
a une fonction A = 0 et non nulle pp, en adaptant partout les expressions.

Elle est la généralisation de la diagonalisation d’'un opérateur dans un espace de
dimension finie & laquelle on associe une relation de fermetureﬁ

Pour les opérateurs non bornés, il existe une version continue du théoréme spectral,
qui s’applique & de nombreux cas : on introduit une base continue de fonction ¢[p], ou
p € A, Aun intervalle de R,H est un parameétre. Dans les exemples connus, Vp € A, ¢[p] €
LOO(R). La normalisation et ’orthogonalité entre fonctions propres est remplacée par
la relation dite d’orthonormalisation au sens large :

(elpllgla)) = 0p—q < VfeL*(A),Vpe A, L@[p]lw[QDf(Q)dq =f(p). (79

Cette base continue s’additionne d’une base hilbertienne dénombrable h,, définie précé-
demment, et le théoréme spectral s’écrit finalement :

vfeLA(R), |f= % anhn + §0(p)elpldp | an =<half),  b(p) = {elpllf) - (80)

7. On a Vn e N* H(hyn) = Anhn, |[hn] = 1 et Vm,n € N*, (b |hy) = 0.

8. En dimension finie, les opérateurs sont compacts.

9. A=a,b] ou A = [a,b] ou A =]a,b] ou A =]a,b[ ou A =]—00,b] ou A=]—00,b[ ou A = [a,0|
ou A =Ja,0[ ou A =R.

10. Vérifions que {p[p]|f) existe Vf € £L*(R). Ecrire [{o[p]| )] = | §; ¢[p](2) f(@)dz| < [¢[p]|owo §; | f(2)|da
est faux car f peut appartenir a L?*(R)\L'(R). Typiquement, ¢[p] est une fonction oscillante et
§z elpl(z) f(x)da converge grace au théoréme de convergence alternée. C’est une convergence au sens
des intégrales de Riemann impropres et non au sens de Lebesgue. Le fait que [p] ¢ L*(R) est essentiel :
les fonctions propres dans L?(R) sont toujours dans la base hilbertienne dénombrable.

11. Cette relation est définie au sens des distributions et difficile a établir, notamment aux bords
éventuels de A.
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Vz € R, I'image de f s’écrit

2) = X auha(a) + | bp)elpl(a)ds

La formule de Fourier (75Dl peut étre interprétée comme la décomposition d’une
fonction f € L?(R) dans la base continue [t], définie par ¢[t](z) = €*7™* Vte R. La
base continue {p[t]} n’est pas hilbertienne mais c’est bien la base de fonctions propres

d’un opérateur, en I'occurrence — le Laplacien & une dimension.

d27

e Contre-exemple
L’opérateur multiplicatif T, défini V¥ f € £L2(R) par T(f) = Arctanf, ou (Arctanf)(z) =
Arctan(x)f(x) est borné, on a |||, = /2.

Démonstration : d'une part, |T(f)]2 = \/Sh Arctan(x)?[f(z)[2dz < |Arctan|o | f]2 = 5[ f]2
implique [|T]], <

s . .. H(z—z, R . . ..
D’autre part, si on choisit f(z) = (Tf;) ot H = Ilg, est la fonction de Heaviside et z, >

0, on a ||T(f Hg \/Sy A"IT; 2 dy = \/;—; — M tandis que | f|2 =

5 — Arctan(z,). Pour finir, on calcule

3 Arctan(z,)?
-5 T

— Arctan(z,) 2

3

lim
To—>00

(SIE] §|

Or T n’a aucune valeur propre : de fagon générale, les opérateurs multiplicatifs non
constants ne peuvent pas en avoir. Supposons par I'absurde f fonction propre de T de
valeur propre A, alors Vo € R, T(f)(z) = Arctan(z)f(x) = Af(z) d’'ot A = Arctan(x),
ce qui est faux car Arctan n’est pas une fonction constante.

Comme T est hermitien, son spectre est réel et inclus dans [—F, 5] mais un théoréme
précise que, dans ce cas d’un opérateur hermitien, les bornes ne sont pas incluses, sinon

elles seraient des valeurs propres. Finalement, S(7) =] — 7, §[.

5 DECOMPOSITION POLYNOMIALE

On peut décomposer les fonctions de £2(R) grace 4 la base hilbertienne de nombreux
opérateurs hermitiens. Nous allons étudier plus précisément des bases faisant intervenir
des polynémes.

a Polynémes d’Hermite
a  Définition

2
On considére 'opérateur linéaire H = 2 + 2x—. Il admet une base hilbertienne
de fonctions propres H,, de valeur propre respective 2n. Par définition, on a donc
2
7((11];’; () den (x) = 2nH,(x) .
Ces fonctions propres sont réelles, polynoémiales et orthogonales pour le produit hermi-
tien ¢ >e712/\/E’ autrement dit, on a

Vm,neN, (HplH,) 2, ~= | Hn(z)H,(z)e™ (81)
A

Qd_m_g
ﬁ—mn
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B FExpression

L’expression de ces polyndémes normalisées est, Vn € N,
. (_1)n 72 d" —z2
o) = Somo=e g (e)
[n/2] ) |
= (=) V!

n—2i
i — 2 )

1=0

ou la premiére expression est utile pour démontrer (8I) tandis que la seconde est le
développement polynémial explicite. Ici [z] est la partie entiére (inférieure) de z.

On obtient également les polynémes H,, par le développement en série entiére d’une
fonction appelée fonction génératrice. Pour les polyndémes d’Hermite, on peut utiliser :

0
p2tr—t? _ Z Hy(x) mo
n=0 m

~v Décomposition

Toute f e £2(R) peut se décomposer selon

f= Z anHy, avec  a, = <Hn|f>e_x2/ﬁ = j]R H,(z)f(z)e™
n=0

SIE

b Changements de bases

On peut formellement interpréter le passage entre une décomposition selon une base
hilbertienne F = {f,} vers une autre § = {g,} comme un changement de base ¥ — G.
Comme les décompositions sont normalement convergentes, on peut méme introduire
une matrice infinie de changement de base, dont les colonnes sont les composantes des
gn dans la base F.

Toutefois, si on passe d’une base hilbertienne standard & une décomposition selon
une base comportant une base continue, cela n’est plus possible et il faut étudier le
changement de base & partir des expressions vectorielles.
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E Espace L™

1 GENERALITES

a Deéfinition

On note L® l'ensemble des fonctions bornées, L® = {f telle que |f|s < o0}. Ce
sont les fonctions pour lesquelles la norme || |4 est bien définie.

b Norme

Par construction, £L*(R) est muni de la norme | ||o. Cette norme s’identifie presque
toujours avec la norme sup de la valeur absolue, ||f|s = sup,eg |f(x)| pour presque
toute les fonctions f (voir aprés un cas ou elles sont différentes).

a Homogénéité et inégalité triangulaire

||oo vérifie bien les relations d’homogénéité (7)) et l'inégalité triangulaire (). Les
démonstrations sont identiques au cas de I’espace L!(R).

B Séparabilité

Toutefois, la séparabilité de |||« n’est pas vérifiée. En effet, soit une fonction f nulle
presque partout, sa norme est || f|, = 0. On résout ce probléme en passant a I’ensemble
quotient comme pour £

¢ Définition de L*(R)

On travaillera dans ’ensemble quotient L*(R) = L£L%/R des classes d’équivalence
des fonctions pour la relation R. Ce sont les fonctions bornées presque partout. L*(R)
est bien séparable pour la norme ||| .

On peut montrer dans L*(R) la différence entre || et la norme sup. On construit
deux fonctions f et g dans L®(R), qui sont égales pp, donc correspondent au méme
élément de L*(R) :

I B e Il six 20
f@ =t w g ={ 35

f et g ne différent qu’en x = 0. Clairement, f est continue et | f|lc = sup|f(x)| = 1.
T€R

Par définition, [¢]s« = | flleo = 1 tandis que sup,eg |g(x)| = 2.
On a un cas ou ces normes différent. Cet exemple est trés artificiel et, dans les
situations naturelles, cela n’arrive jamais.
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2 PROPRIETES

a Espace de Banach

L*(R) est un espace de Banach. Cela signifie qu’il contient son adhérence.

Pour le prouver, on montre que toute suite de Cauchy définie dans cet espace y
converge. Les suites de Cauchy de L*(R) sont définies comme celle définies dans L!(R)
mais avec la norme ||q.

a Limite d’une suite de Cauchy

On montre (hors programme) que toute suite de Cauchy {f,} définiel] dans LP(R)
admet une limite f définie presque pour tout x € R et que cette limite f € L*(R).

B3 Complétude

On dit que L*(R) est complet pour la norme |||, c’est un espace de Banach.

3 OPERATEURS LINEAIRES

a Deéfinition

Tous les opérateurs définis dans la section concernant L (R) sont définis dans L®(R).
Il n’y a pas lieu de redéfinir la translation, I'inflation, la transposition, la dérivation et
la primitive P, .

a Addition, produit et composition

Soit g € L®(R), on définit 'opérateur “addition de ¢”, f +— f + g.

Soit g € L®(R), on définit 'opérateur “multiplication par ¢”, f — fg.

Soit g € L'(R), on définit Popérateur “produit de convolution par g”.

Soit g une fonction de R — R, pour toute f € L®(R), f o g est définie mais, selon
les fonctions f et g, foge L*(R) ou pas. Cela est assuré pour les fonctions g données
dans la section concernant L!'(R). Pour g donnée, I'opérateur “composition par ¢” est
deéfini dans l’ensemble des fonctions f telles que f o g € L*(R).

Soit g une fonction de R — R, pour toute f € L®(R), go f est définie mais, selon
les fonctions f et g, f o g € L*(R) ou pas. Cela est assuré pour certaines fonctions g,
comme celles données au cas précédent. Pour g donnée, 'opérateur “composition de g
par la fonction” est défini dans I’ensemble des fonctions f telles que g o f € L*(R).

B Autres transformations

La transformation de Fourier F n’est pas définie dans L™ (R).

Il n’y a pas lieu de redéfinir la transformation de Legendre ¢, dont la définition dans
L*®(R) est identique & celle dans L'(R). On ne peut rien dire de 'appartenance de ¢(f)
Vfe L*R).

1. On peut définir la suite dans L*(R), il suffit pour cela d’exhiber un représentant de la suite, qui
est défini dans L% (R).
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b Propriétés

Les propriétés des opérateurs linéaires de L™ (R) concernent la norme des opérateurs
et leur composition. Leur spectre sera étudié a part.

a Norme des opérateurs

La norme d’un opérateur O est notée ||O]|,,, la définition est :

1O(f)]
O], = sup 2
fero®)  |flloo

7L

Les opérateurs translation, inflation, “addition d’une fonction”, “multiplication par
une fonction ¢’ ont une norme finie. La norme de 'opérateur dérivée est infinie, de
méme que || P, ||, dans son domaine de définition.

Soit g € L*(R), notons I'opérateur “produit de convolution par ¢g” par . % g, sa norme
vaut || * gl = lgls-

B Propriétés de la norme

La norme || ||, vérifient la propriété de séparation, les relations d’homogénéité (i)
et triangulaire (). La démonstration est analogue aux cas précédents.

Comme dans les cas précédents, les opérateurs O de norme finie, [|O],, = K < o0,
sont les opérateurs continus.

On observe que |||, = 1.

~v Composition

On peut composer les opérateurs de L*(R) de fagon usuelle. Soient O et P deux
opérateurs, Vf € L*(R), on a O o P(f) = O(P(f)).

Quand on utilise des opérateurs O et P définis sur un sous-ensemble de L*(R), on
doit éventuellement restreindre le domaine d’application de O o P de fagon & ce que
O(P(f)) € L*(R).

La composée des opérateur vérifie la relation (BI)). La démonstration est analogue
aux cas précédents.

c Spectre des opérateurs

Il n’y a pas lieu de récrire la théorie spectrale dans L*(R), c’est exactement la méme,
mutatis mutandis, que dans L'(R).

4 FORMES LINEAIRES

La situation est duale de la situation rencontrée dans L'(R). On ne sait définir des
formes linéaires f ~— (h|f) définies Vf € L*(R) qu’a condition de choisir h € L*(R).

Ceci montre que I'espace dual de L®(R) est L'(R). C’est la réciproque du résultat
énoncé dans L'(R).
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F Autres espaces de fonctions

1 INTRODUCTION

Les études des chapitres précédents portent sur des espaces de fonctions définies
dans R. Cependant, on rencontre de nombreuses fonctions définies sur des parties de R,
comme 4/ ou In définies dans R, .

Dans un autre registre, les fonctions périodiques peuvent, dans une approche par-
cellaire, étre étudier sur une seule période, donc sur un intervalle fini.

La fermeture ou 'ouverture des bords de ces intervalles peut avoir des conséquences
sur les propriétés topologiques de ces ensemble, qui se situent cependant & des niveaux
trop spécifiques et que nous n’aborderons pas.

On pourrait reprendre les études déja faites, en remplagant partout R par une partie
A c R. Cependant, il suffit de faire cette substitution partout dans les formules et rien
de ce qui est exposé ne varie.

La motivation principale de ces études est d’expliquer les bases hilbertiennes (ou
continues) sur lesquelles on peut développer les fonctions. Il a été expliqué, au chapitre
concernant L' (R), qu'on peut éventuellement les y utiliser, au cas par cas. Mais c’est
bien I'¢tude de L2(R) qui a révélé toute sa richesse et permis de définir ces développe-
ments.

Aussi, non seulement on ne va s’intéresser qu’a des ensembles du type L?(A) avec
A < R, mais on n’étudiera, dans ces ensembles, que les bases hilbertiennes (ou continues)
qui y sont définies.

2 ESPACE DE FONCTIONS L*(R,)

a Définitions et propriétés

Les définitions sont identiques au cas de L%(R), & ceci prés que les intégrales sont
toutes ici SSO implicitement, lorsqu’on écrit || f|2 ou {f|g) ou | f|2n ou {f|g n.

Les propriétés sont également inchangées. En particulier, L?(R) est un espace de
Hilbert et on va rechercher les bases hilbertiennes liées a des opérateurs auto-adjoints.
C’est un modéle pour tous les espaces L?(A) avec A semi-infini.

b Opérateurs linéaires

Tous les opérateurs définis dans L?(R) sont définis & Iidentique dans L%(R, ), leur
norme sont formellement inchangées (avec la précaution sur I'interprétation de la norme
des fonctions et du produit hermitien entre fonctions expliquée ci-dessus). Les dévelop-
pements sur les adjoints, les propriétés des opérateurs normaux et hermitiens et en
particulier les propriétés spectrales sont valides dans L?(R ).
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Il existe cependant un opérateur important défini spécifiquement dans L?(R, ), c’est
£, la transformée de Laplace, qui s’écrit, Vf e L2(R,), f — L[f], avec

LW = [ s
Ry
On observe qu’elle est définie d’une fagon trés similaire & la transformée de Fourier.
En réalité, ces deux transformations peuvent étre étendues dans C et s’identifier. Par
contre, on perd alors les expressions intégrales, qui sont données dans ce cours.
Aussi, malgré la ressemblance, on les traitera séparément, avec leurs spécificités
propres. En particulier, la norme de £ est infinie dans L?(R ), tandis qu’on a toujours

151l = 1.

c Polynémes de Laguerre

o Hamiltonien

On considére H défini Vf € L?(Ry) par f +— H[f], avec

d? d,
i) =25 @)+ (1) D

() .

B Solutions de l’équation aux valeurs propres

H admet deux types de fonctions propres, une base dénombrable constituée des
polynoémes de Laguerre L,, n € N, de valeur propre —n, et une base continue constituée
des fonctions hypergéométriques confluentes logarithmiques « — U(n, 1,z), de valeur
propre 7 € R* et qu’on notera Ur}.

Mathématiquement, ’équation différentielle Hy = ey admet d’autres solutions,
puisqu’elle est du second ordre. Cependant, ces solutions divergent quand x — o0 et
n’entrent pas dans la décomposition spectrale. Comme expliqué avant (80), les fonctions
U% sont bornées (mais limy_,o U(n,1,2) # 0 Vne R,).

Ces fonctions propres sont réelles et orthogonales pour le produit hermitien { ) -,
on a, d’'une part,

Vm,neN, (Lpn|Lp)e= = fR Ly (x)Ly(z)e™"de = 0y, (82a)
+
d’autre part
Vn,v e Ry, <U$|Ul}>efz = JR Un,1,2)U(v,1,z)e *dx = §,—, . (82b)
+

On a également orthogonalité entre les deux familles :

VneN,VneR" (Lp|U))e—s = fR Lin(2)U(n,1,2) e %dx = 0 (82c)
+

Enfin, on utilise souvent une relation duale pour la base continue :

Va,y e Ry, JR Un,1,2)U(n,1,y)dn = 65—y . (82d)
+

1. On peut considérer les polyndémes de Laguerre comme des fonctions hypergéométriques
confluentes  — U(—n, 1, ) et, justement, pour n = 0, celles-ci ne sont “non divergentes” que pour les
valeurs entiéres de n.
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v Expression
L’expression des polynémes L, normalisées est, Vn € N,

z Jqr
T

n' dzm (e*l“ ”)
- Z (n—1) (733)@

ou la premiére expression est utile pour démontrer (82a)) tandis que la seconde est le
développement polynomial explicite. On obtient également les polynémes L, par le
développement en série entiére de la fonction génératrice suivante :

L,(x) =

—tx/(l —t)

e}

On ne donnera pas I'expression des fonctions U,}.

6 Décomposition

Toute f e £2(R,) peut se décomposer selon

. = (Bal)ece = T Inla)S @)~
1
f= 2 anLn+fR+ bmUndn - avee y ) _ 01|y oo = S Un,1,2)f (x) e da ;

Tou  f@)= Y ankale) + [ bn)UG 1)

d Conditions aux bords

On peut imposer des conditions aux bords applicables & I’ensemble des fonctions
constituant une base. Cela est utile lorsqu’il y a dégénérescence des valeurs propres de
I'opérateur.

Les fonctions propres de Laguerre ne vérifient pas de condition au bord particuliére
en z = 0 ni a l'infini. Toutefois, les polynémes de Laguerre ont une valeur L, (0) finie
tandis que les fonctions hypergéométriques confluentes divergent comme In(z), & un
facteur prés, au voisinage de 0% ; les fonctions hypergéométriques confluentes tendent
vers une valeur finie quand z — o0, tandis que les polyndémes divergent.

Voici les conditions aux bords les plus courantes

a Conditions de Dirichlet

I1 s’agit de la condition f(a) = 0, ou a est la coordonnée du bord. Cela inclut le cas
a = t00. On peut les généraliser en f(x) = K, une constante.
B Conditions de Neumann

Il s’agit de la condition f’(a) = 0, ou a est la coordonnée du bord. On peut les
généraliser en f'(a) = k, une constante.
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v Conditions mixtes

Il s’agit de conditions du type f’(a)/f(a) = k, une constante (ici non nulle, sinon
on est dans les conditions de Neumann).

Il n’existe pas d’autres types de conditions aux bords, lorsque I’équation est du
second ordre, mais on peut mixer les types selon les différents bords.

3 ESPACE FONCTIONS L*(] — 1, 1[)

a Définitions et propriétés

Les définitions sont identiques au cas de L2(R), & ceci prés que les intégrales sont
toutes ici Sl_l implicitement, lorsqu’on écrit | fl2 ou {f|g) ou | f]2n ou {f|grn.

Les propriétés sont également inchangées. En particulier, L2(]—1, 1] est un espace de
Hilbert et on va rechercher les bases hilbertiennes liées a des opérateurs auto-adjoints.
C’est un modéle pour tous les espaces L?(A) avec un intervalle A fini.

b Opérateurs linéaires

Tous les opérateurs définis dans L2(R) sont définis & l'identique dans L%(] — 1, 1[,
leur norme sont formellement inchangées (avec la précaution sur U'interprétation de la
norme des fonctions et du produit hermitien entre fonctions expliquée ci-dessus). Les
développements sur les adjoints, les propriétés des opérateurs normaux et hermitiens et
en particulier les propriétés spectrales sont valides dans L2(] — 1, 1[).

La transformée de Fourier dans L?(] — 1,1[) est directement reliée aux coefficients
des séries de Fourier d’une fonction f périodique de période 2, qui peuvent s’écrire

o0

1! . oy
Cn =3 fl () o2 gt avec f(z) = Z cp ez (83)

n=—00

Cette formule peut se généraliser pour une fonction de période a en remplagant partout
/2 par /a.

Par ailleurs, (83) peut également s’interpréter dans L?(] — 1,1[) strictement : la
famille { '™, n € N} constitue une base hilbertienne de cet espace, cela est lié aux bases
hilbertiennes {sin(mn), n € N*} et {cos(mn), n € N} de L?(]0,1[), dont la premiére a
été étudiée au

On va introduire une autre base, formée ici encore de polyndémes.

c Polynémes de Legendre
a Hamiltonien

On considére H = L ((22 — 1)4) défini dans L2(] — 1,1[. L'équation aux valeurs
propres s’écrit, pour une fonction propre f et A sa valeur propre,

2
Ve el —1,1], Hf(x) = % ((xQ — 1)%) (x) = (2* — 1)%(@ + Qxd—f = A\f(x) .
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B Solutions de l’équation aux valeurs propres

Les solutions de ’équation précédente sont les polyndémes de Legendre P,,, définis
Vn € N, de valeur propre n(n + 1). Ces fonctions propres sont réelles et orthogonales
pour le produit hermitien ordinaire, on a :

Vm,neN, (P,|P,) = Jl Py (z) P (x)dx = b, (84)
~1

v Expression

L’expression des polynémes P, normalisées est, Vn € N,

m+1l 1 d .
Po(@) =\ =5 g ggn (= 1)

On ne donne pas le développement explicite, qui se fait pourtant selon une formule
analytique exacte, quoique d’écriture lourde. On obtient également les polynémes P,
par le développement en série entiére de la fonction génératrice suivante :

\/1—2xt+t2 ZP

6 Décomposition

Toute f e £2(] — 1,1[) peut se décomposer selon

" 1
f= Z an P, avec a, = (P,|f) = an(:U) x)dx dou f(x Z an Py (
n=0 1

d Conditions aux bords

On peut introduire exactement les mémes conditions aux bords que dans L?(R. ).
Ici, elles s’appliquent en @ = —1 ou a = 1. Si on considére L2(]u, v[), il faut les appliquer
ena=poua=v.

4 AUTRES BASES HILBERTIENNES

Les bases hilbertiennes données ne sont que quelques exemples. Il existe dans la
littérature de nombreuses bases qui ne sont pas constituées de polynomes. Certaines
sont des produits de polynomes et de fonctions spéciales diverses.

Ces exemples de bases ont été donnés dans les espaces naturels ou elles apparaissent.
Mais, elles peuvent étre transcrites ailleurs, a condition de les renormer. Par exemple,
toute base définie dans R peut étre transposée dans R,. Attention toutefois que les
conditions aux bords, si on les choisit préalablement, ne sont pas nécessairement com-
patibles avec la restriction des fonctions f,, de la base définie dans R.

Cela s’applique pareillement si on plonge une base de L?(R) dans L?(] — 1, 1[). Dans
ce cas également, les conditions aux bords ne sont pas compatibles avec toute base. Or,
elles sont trés fréquentes dans ce type d’espace.

A Dinverse, il est possible de construire une base de fonctions propres de L*R) a
I'aide de bases définies dans L?(R ), et, selon que 1’on choisit des conditions supplémen-
taires en x = 0, le recollement des solutions se déduit. Ceci ne peut pas se généraliser
si la base est définie uniquement dans L?(] — 1,1]).
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G Appendice : notions de base

1 TOPOLOGIE DANS R

a Ensembles

e N* est ’ensemble des entiers naturels, de un & 'infini, qui permet de compter les
éléments de chaque ensemble.

e N est le méme ensemble auquel est adjoint le zéro.

e 7 est 'ensemble des entiers relatifs (on peut le construire comme les différences
des éléments de N*). (Z, +, x) est un anneau (ce n’est pas un corps car seul 1
admet un inverse pour la multiplication).

e Q est I'ensemble des nombres rationnels, Q = {Z, (r,s) € Z x N*}. (Q, +, x) est
un corps.

e R est 'ensemble des nombres réels. (R, +, x) est un corps complet.

e C est I'ensemble des nombres imaginaires z = x + iy, ot (z,y) € R2. (C, +, x)
est un corps complet intégre et algébriquement CIOSE

b Intervalle

On distinguera sur la droite réelle R les intervalles |a, b, [a,b[, ]a,b] et [a,b], ou
a < b, d'une part, et les intervalles |a, [, [a, [, |—00,a], |—00,a[ et R =]—00, o0,
d’une autre.
e Les premiers sont des intervalles finis, les bornes sont notées avec un signe [ ou
] selon qu’elles sont inclues dans I'intervalle ou pas, selon la notation usuelle.
e Les seconds sont des intervalles infinis (on dit parfois semi-infinis sauf pour R
lui-méme), avec la méme notation pour les bornes finies de ces intervalles.
e Enfin, un singleton {a} est un cas particulier d’intervalle fini [a, a].

¢ Ensemble fini

e On appelle ensemble fini un ensemble de n éléments (n étant un entier naturel)
{ay,..,a,} que Pon peut énumeérer de 1 a n.

e Le singleton {a} est un cas particulier d’ensemble a 1 élément, qui permet d’en-
gendrer tous les ensembles finis par union finie (cf. section suivante).

e Par extension, on inclut le cas particulier n = 0, qui correspond a l’ensemble
vide.

1. Un ensemble est complet si et seulement si toute suite u, de Cauchy, c’est a dire telle que
lim m—w |um —un| = 0, les deux limites m — o0 et n — o0 étant a priori indépendantes, est convergente.
Intu??i\fement, cela signifie qu’il n’y a pas de trou dans ’ensemble.

2. Il n’y a pas de diviseur de 0, i.e. ab=0<a=0o0ub=0.

3. Tous les polynémes sont des produits de polynémes du premier degré.
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d Ensemble dénombrable

e On appelle ensemble dénombrable un ensemble infini d’éléments {a;, i € N*} que
l'on peut énumérer par les entiers naturels > 0.
e Dans R, non seulement N ou N* sont dénombrables, mais également Z : un ordre naturel,

bien que non canonique, s’écrit Z = {r;, i € N*} avecr; =0, 79 =1, 713 = —1, ry = 2,
" . .
z si n pair
Ts = —2, Te = 37 veey Ty = 7%,1 . . P
—%5= sin impair

e [’ensemble des nombres rationnels Q est également dénombrable. Voici un ordre pos-
sible, qu’on représente dans le secteur Ozy

(voir la figure suivante) ; sur 'axe vertical
en bleu x, on représente Z, selon 'ordre

décrit ci-dessus; sur 'axe horizontal en
rouge ¥/, on écrit les rationnels irréductibles

0; €]0,1[ (i € Na, ordonnés en utilisant les
suites de Farey.Ll.

L’ensemble des rationnels s’écrit Q = {¢;,
i € N*}, avec ¢; = 1j + 0. Ce sont les
sommes x + ¥y, ot = est 'ordonnée qu’on lit
sur 'axe vertical et y est I'abscisse qu’on
lit sur ’axe horizontal.

Pour les ordonner (autrement dit pour
construire la relation entre i, j et k du §
précédent), on lit les rationnels selon les
segments de pente —1, par ordre croissant
de taille des segments, puis, pour chaque
segment, de haut en bas, ce qui donne :

1 3
(h=07CI2=1;C]3=§:Q4=—17QS:?
1 1
(16:§7Q7=27(18r:*§;qq—237€h0—37 >
Q1= =2, Q12 = 3, 13 = —3, 14 = 3, i1 2 1 2 3 3 1 3y
_ 1 2 3 3 4 5 5 4 5 8
qis = 75 -

e Union et intersection
o Union

e [’union de deux ensembles A et B est ’ensemble AU B des éléments appartenant
a l'un ou a l'autre.

e On définit, de fagon analogue, 'union d’un nombre fini d’ensembles (on écrira
plus communément union finie).

e L’union s’étend pour un nombre infini (méme non dénombrable) d’ensembles
(on écrira plus communément union infinie).

4. Les suites de Farey peuvent se construire ainsi : So, Si, ..., Sn—1 © Sh, ..., est une suite d’en-
sembles finis, S, = {0}, i = 0..2"} de cardinal 2" + 1; les o} sont définis par récurrence sur n :

_ . f ot : : : . _ n _n+l _ _n, . . . : . _ n
So = {0,1}; on distingue les indices pairs : ¢ = 0..2" 05," = o ; et les indices impairs : ¢ = 1..2
oy, = og_1E oy ; H est un opérateur défini dans Q par LE L = % (L et £ irréductibles).

Pour finir, on définit VneN* §S, = Sn\Sn—1 de cardinal on—1 ; dans chaque ensemble
0Sn, les éléments sont ordonnés du plus petit au plus grand; on trouve, pour les pre-

. 1 102 123 3 123345 5 4
miers, 051 {5}7 082 = §7§}7 083 = {1737371}7 0S5y = 57?75777?757?73}7 0S5 =
5 78 7 5. g .
S hi i S i i 1 i 5 8 U 09, forme une partition parfaite de Qn]0, 17,
neN¥
qu’on ordonne en énumérant successivement et dans l'ordre les éléments de 51, §52, ..., 0Sn, ...
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B Intersection

e L’intersection de deux ensembles A et B est I'ensemble A n B des éléments
appartenant aux deux ensembles & la fois.

e On définit, de fagon analogue, l'intersection d’un nombre fint ou infini d’en-
sembles (on écrira plus communément intersection finie ou infinie).

v Différence

e La différence entre un ensemble A et un ensemble B est l’ensemble A\B des
éléments appartenant 4 A mais pas a B; il n’est pas nécessaire que B < A car
on fait la différence entre A et A n B.

A\B est aussi appelé complémentaire de B dans A.

e Contrairement a I'union, qui est commutative et associative, ainsi que l'intersec-

tion, la différence n’est ni commutative, ni associative.

f Composantes connexes

Par définition, si un sous-ensemble A de R peut s’écrire comme 'union d’intervalles
disjoints, ces intervalles sont appelés les composantes connexes de A.

g Sous-ensemble ouvert

e Par définition, un sous-ensemble ouvert U (on dira simplement un ouvert) n’at-
teint pas ses bornes.

e L’exemple primordial d’ouvert dans R est l'intervalle fini ouvert |a, b[.

e Par ailleurs, sil'on consideére les intervalles infinis, |—0, a[, Ja, oo[ et R =]—00, o0
sont également ouverts.

e De fagon plus générale, I'union finie ou infinie d’intervalles ouverts (disjoints ou
non) est un ouvert.

e L’intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert.

e Par contre, l'intersection d’un nombre infini d’ouverts peut étre un fermé (voir
la définition au § suivant). Par exemple, on a

11
NQ*]? E[: {0} .
h Sous-ensemble fermé

a Point d’accumulation

Par définition, un point d’accumulation x, d’un ensemble A est la limite d’une suite
convergente (2, )nen & valeur dans A, autrement dit

To = lim z, avec x, € A VneN*;
n—aoo

comme par définition la suite est convergente, x, existe forcément, par contre, il n’ap-
partient pas a priori a I’ensemble A.

Par exemple, soit A =]0,1], et la suite z,, = % définie pour tout n > 1. On a
an%e]O,l] = A Vn € N* mais lim z, =0¢ A.
n—0oo

5. ce qui s’écrit mathématiquement Vz € U, Je tel que |z — €,z + e[ U.
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B Définition d’un fermé

e Par définition, un sous-ensemble fermé (on dira simplement un fermé) contient
tous ses points d’accumulation.

e L’exemple primordial de fermé dans R est l'intervalle fini fermé [a, b].

e Un cas particulier d’intervalle fini fermé est le singleton {a}.

e Par ailleurs, si l’on considére les intervalles infinis, |—00, a], [a, o0[ et R =]—00, oo[
sont également fermés.

e De fagon plus générale, 'union finie de fermés (disjoints ou non) est un fermé.

e Par contre, I'union infinie de fermés peut trés bien étre un ouvert.

e L’intersection d’'un nombre fini ou infini de fermés est un fermé.

~v Cas de la droite réelle

R =]—00,00[ est un cas trés particulier, puisqu’il est a la fois ouvert et fermé.

i Fermeture d’un ensemble

e La fermeture A d’un ensemble A quelconque est, par définition, le plus petit
fermé contenant A.
Par exemple, la fermeture des intervalles a, b[, ]a,b], [a,b[ et [a,b] est Ja,b[ =
Ja,b] = [a,b] = [a,b] = [a,b].

e Une définition équivalente est A = { points d’accumulation de A}, soit de fagon
plus explicite : « la fermeture d’un ensemble A est 'ensemble A des limites des
suites @ valeur dans cet ensemble A. »

j Sous-ensemble compact

o Sous-ensemble borné

Par définition, un sous-ensemble borné de R est inclus dans un intervalle fini [—L, L].

B Définition d’un compact dans R

e Pour la topologie dans R, on peut se contenter d’une définition pratique : un
sous-ensemble compact (on dira simplement un compact) est un ensemble a la

fois ‘fermé et borné ‘
e Les intervalles fermés finis sont donc compacts, mais pas les intervalles infinis.
e Une union finie de compacts est un compact.
e Une union infinie de compacts n’est a priori pas un compact.
e Une intersection finie ou infinte de compacts est un compact.

k Bornes d’un ensemble

o Mintmum et marimum

e Par définition, le minimum d’un ensemble A, que I'on note min(A), est le plus
petit@ élément de A.

e Par définition, le maximum d’un ensemble A, que 'on note max(A), est le plus
grand@ élément de A.

6. Au sens de < car on étudie ici la topologie de R.
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min(A) ou max(A) n’existent pas toujours, puisque A ne contient pas nécessai-
rement toutes ses bornes.

Si A est compact, min(A) et max(A) sont bien définis.

Si A est ouvert, on ne peut définir ni min(A), ni max(A).

Si une borne de A est —o0 (resp. +0), min(A) (resp. max(A)) n’est pas défini.

B Limites inférieure et supérieure

e Par définition, la limite inférieure d’un ensemble A, que 'on note inf(A), est,
soit —o0 si A n’est pas borné a gauche, soit min(A) sil 'est.

e Par définition, la limite supérieure d’un ensemble A, que 'on note sup(A), est,
soit 400 si A n’est pas borné a droite, soit max(A) s'il l'est.

e inf(A) et sup(A) sont toujours définies.

e Si A est compact, min(A) et inf(A) coincident, de méme que max(A) et sup(A),
car la limite est atteinte dans A.

e Si A est ouvert, inf(A) et sup(A) n’appartiennent pas a A.

2 FONCTIONS

On ne s’intéresse ici qu’aux fonctions de R dans C.

a Argument
a  Définition

Soit une fonction f R — C, z — f(z), f associe a tout réel x son image complexe
f(z). La variable x est appelée I'argument de f.

B Variable muette

e Sil'on considére f(x), pour = donné, il n’est pas possible de changer le nom de
I’argument.

e Par contre, dans de nombreuses expressions génériques, ainsi que dans toutes les
formules de sommation[] comme §g f(x)dz, le nom de argument est arbitraire.
On dit que la variable est muette.

e Il faut parfois prendre des précautions, par exemple dans {, f(z)dz {5 g(x)dx =
§g f(2)g(y)dzdy on doit obligatoirement distinguer les variables, quand on trans-
forme le produit d’intégrales simples en intégrale double.

e On respectera toutefois autant que faire se peut les usages de la physique pour
les noms de variable : x pour 'espace et k pour les nombres d’onde sont, par
exemple, deux variables conjuguées par la transformation de Fourier.

b Support

a Définition

e On appelle support de f : le sous-ensemble Support(f) = {z € R, f(x) # 0}.
e Pourquoi prend-on la fermeture 7 Imaginons, par exemple, que f soit réglée mais
pas continue en x = z,, et que lim f (x) ou lim+ f(z) ne soient pas nulles.

ToTo ToTo

7. ou de produit dans les intégrales de chemin.
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Méme en posant arbitrairement f(z,) = 0, il faut inclure z, dans le support.
En conséquence, les points d’accumulation (notamment les bords) de Support(f)
sont inclus dans le support.

Comme on prend la fermeture, f peut étre nulle sur son support; cependant,
I’ensemble des points = du support pour lesquels f(x) = 0 est négligeable.

B Fonction a support compact

On dit que f est & support compact si et seulement si 3(a, b) € R? tel que Support(f)

[a,b].

¢ Continuité

On ne considérera, dans tout ce cours, que le cas de fonctions continues, sauf éven-
tuellement en des points isolés. Les définitions suivantes seront utiles par la suite.

a Fonction réglée

*

On dit qu’une fonction f est réglée a droite (resp. a gauche) en z, si sa limite a
droite (resp. a gauche)

lim f(2) = (@)

existe (£ = + si la fonction est réglée a droite, = = — si elle I'est & gauche).
On dit qu'une fonction f est réglée en x, si elle est a la fois réglée & droite et a
gauche en ce point.

Une fonction réglée en un point x, est prolongeable par continuité en ce point si

et seulement si
flwo™) = f($o+) .

Pour la prolonger par continuité, il suffit de poser

f@o) = flao™) = fl@o") | (85)

Attention toutefois que la relation (85]) peut étre artificiellement violée ; dans ce
cas, la valeur f(z,) de la fonction au point z, n’a aucune signification.

B Fonction continue

Une fonction est continue en un point x € R si elle est réglée en x et qu’elle

vérifie la condition (8H]) en x.
Une fonction continue est une fonction continue en tout point x € R, on note
C%(R) I'ensemble de telles fonctions.

On peut définir, par extension, C°(A) I’ensemble des fonctions continues en tout point
de A (on choisira toujours A connexe, c’est & dire un intervalle).

v Fonction a dérivée continue

Une fonction f € €"(R) si f(™ sa dérivée n-éme existe et f( e CO(R).
On peut définir, par extension, C"(A) I’ensemble des fonctions f telles que f() € €O(A).
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d Opérations sur les fonctions

Les espaces de fonctions sont tous munis de ’addition et de la multiplication, ainsi
que des opérations suivantes, définies par

addition f+gR->C z|(f+9)@) = fl@)+g(x)|;  (36a)
multiplication FIR-C x| (fg)(2) = fla)g(a)]; (86D)
inverse 1/fR—C x| (1/f)(x) = 1/f(2)]; (86¢)
composition fogR—C  a|(fog)(x) = fg(x)) (86d)

Le produit de convolution sera étudié au semestre S6. Il ne faut pas confondre 1/f
et f~1 qui va étre étudié au § suivant.
e Transformations sur les fonctions

Les définitions suivantes nécessitent des conditions particuliéres (qu’on n’étudiera
pas), quand on les applique a des fonctions définies sur A & R. On les utilisera gé-
néralement pour des fonctions définies sur R, pour lesquelles aucune restriction n’est
nécessaire.

o Inversion

La réciproque d’une fonction f est notée f~! et définie par

foft=ftof=1], (87)

ce qui signifie f(f~1(x)) = f~1(f(z)) =z Vx e R.

B Translation

Soit a € R, on appelle translatée de la fonction f et on note *f la fonction

U x>

f(x) = f(x —a)]. (83a)

~ Inflation

On définira I'inflation d’un facteur A € R* et on notera fy la fonction ainsi dilatée

fro e fi(@) = fa/A)]- (88b)

6 Transposition

La transposée ]\"/ d’une fonction f est définie par une inflation d’un facteur A = —1.
On dit encore symétrie pour transposition et symétrigue pour transposée. On a donc

~

firam|f@=ra)l. (83¢)
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f Parité

a Fonction paire

On dit qu’une fonction f définie sur R est paire si et seulement si elle vérifie

VreR f(=z)=f(z) < |f=/f]. (89a)

B Fonction impaire

On dit qu’une fonction f définie sur R est impaire si et seulement si elle vérifie

VreR fl—2)=—f(x) < |f=-f]. (89Db)

~ Décomposition en parties paire et impaire

Soit f une fonction quelconque, f admet une décomposition unique comme somme d’une
fonction paire et d’'une fonction impaire :

= fpair + fimp avec
; f+f F=7
fpair - 9 fimp = T . (89C)

g Norme

On considére une norme de fonction || || (sans préciser laquelle).

a Séparation

Rappelons quune norme est d’abord une distance, c’est-a-dire qu’elle doit séparer
les fonctions différentes : on a

Vﬁg\fig@Wf—M¢0ﬁ

B Norme sup

La norme sup est la limite supérieure de {|f(z)|, = € R}, ce qui s’écrit

sup(f) =sup|f(x)]]. (90)

zeR

h Limite de fonction
o Limzite associée a une norme

Contrairement & la limite définie dans R, il n’existe pas une limite unique dans
I’espace des fonctions.
A toute norme de fonction | || est associée une limite par la définition :

lim fo=f < lim |f—fa >0 (91a)

n—aoo0

ol la limite dans le terme de droite est prise au sens ordinaire des limites dans R et
(fn)nen* est une suite de fonctions.
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B Limite simple

e Soit (fy)nen* une suite de fonctions, on dit que f, tend simplement vers f (ou
que f est la limite simple de la suite) quand

VereR lim f,(z) = f(z) . (91b)

n—aoo
On dit encore que f, tend vers f point par point.
e La limite simple est la limite associée a la norme sup.
i Exemples fondamentaux
a Fonction caractéristique

Soit un sous-ensemble A de R, on appelle fonction caractéristique de I’ensemble A,
et on notera 4, la fonction définie par

1 sizeA
Ta(@) = { 0  sinon (92)
B Polynéme
e Un polyndéme p est une fonction qui a pour image
n .
VeeR p(z)= Z a; ' (93a)
=0

ol n est le degré du polynoéme et, par définition, a, # 0. Les coefficients a; sont
définis de fagon univoque : soient deux polynomes p et g, avec p(z) = it a; '
et g(z) =" b 2, on a

p = q < a; = b; Vi en particulier m =n . (93b)

e On distingue les polynomes a coefficients entiers (ou rationnels, cela revient au
méme, a un facteur global prés) : a; € Z Vi = 0..n. Ils permettent notamment
de définir les nombres transcendants.

v Fraction rationnelle

e Une fraction rationnelle est la fraction de deux polynémes, f = p/q; on choisira
les deux polynémes p et ¢ premiers entre eux.

e Soit z1, ..., Ty, les m racines distinctes de ¢, alors f(z) diverge quand = — z;,
pour ¢ = 1..m. On dit que les x; sont les poles de la fonction f.

e Soit o la multiplicité de la racine x; dans ¢; au voisinage de x; on peut écrire

Ci

f(x)

~ 9
T o — x|

ol ¢; est une constante déterminée.

8. Les nombres non transcendants sont les racines de ces polynémes et forment un espace dénom-
brable.

9. c’est-a-dire qu’ils n’ont aucune racine complexe commune.

92



& Décomposition en éléments simples

Soit une fraction rationnelle p/q, avec p et g premiers entre eux. Soient z1, ..., T,
les m racines distinctes de g de sorte que ce polyndéme peut s’écrire

m

qr) = an H(m — ;)™

i=1

ou n est le degré de ¢, a, le coefficient de la puissance n, et chaque «; est la multiplicité
de la racine z; (on a donc n = )" ;).

On rappelle le résultat suivant : la fraction se décompose en éléments simples ; plus
précisément, il existe 8] des coefficients définis pour ¢ = 1..m, j = 1.y, tels que, Vz € R,

Mzr(m)—i— Z (57@ . (94)

Jj=1l.oa;

r est le reste polynomial, de degré k — n, o k est le degré de p; quand k < n, r = 0.

Jj Primitive
e Soit f une fonction intégrable sur R (il n’est pas nécessaire que son intégrale

impropre soit convergente en +00), alors une primitive F' est donnée par les
formules suivantes :

Fla) quf@)dt (95a)

—ff@ﬁ (95b)

ou encore F(x)

ou a est quelconque et peut méme valoir +00 selon les cas.
e On peut montrer la formule réciproque suivante : Soit F'(x) définie par

h(z)
ﬂ@:f F(t)dt

g(x)

alors, la dérivée de F' vaut

k Intégration par partie

On rappelle que, pour f et g deux fonctions telles que f’ g et f ¢’ soient intégrables
sur [a,b] (f et g doivent en particulier étre contintiment dérivables sur ]a, b[), on a :

b

b b
| t@g @iz + [ f@ge)ds = [f@g@)]) |= 0671907 - fa)ga) (90

a

ol on a précisé de quel c6té on prend les limites au cas o f ou g ne serait pas continue
en a ou b.
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polynomes de,
transformation de,
Limite, voir Ensemble
d’une fonction, [89,
d’une suite, [67],
linéaire, voir Opérateurs vectoriels
Longueur,

Matrices
de changement de base, 34]
représentant un opérateur, [16], [17
représentant un vecteur, [13] 17,
représentant une forme linéaire, [76
représentant une forme sesquilinéaire,
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98



max,
Mesure, voir Ensemble,
d’un intervalle,
Métrique de Minkovski, [T
Meétriques, 26, [29, B7]
définies positives, 211 24]
euclidiennes, 20
plates,
min, [87]
Multiplication, voir Produit
Multiplication par un scalaire, @ 3]

Négative ou nulle (fonction),
Négligeable, voir Ensemble
Neumann, voir Conditions
Nombre

imaginaire,

rationnel,

réel, B4 [87
transcendant,
Norme, 12| [27

d’opérateurs, 22 64 [71,

d’un produit d’opérateurs,

de fonctions, 57 [58, [59, [64),
Norme sup,

Opérateurs, voir aussi Rayon spectral
élémentaires, 311
action, [I6] [17,
bornés, 65, [7Q] [72
compositions des, [I§
hermitiens, B2

spectre,
nilpotents, B2 [73
non bornés,
normausx,

rayon spectral,

vectoriels, [I0] [29, 63, 69 [77, [79, [82

Orientation de 'espace, [28,
orthogonaux, voir Vecteurs
Ouvert, voir Ensemble

paralléles, voir Vecteurs

Parité de fonction,

Point d’accumulation,

Polarisation (identité de), I3l

Pole, voir Singularités

Polynomes, [84]
caractéristiques, [I0]

d’Hermite, [74]

de Laguerre,
minimals, [37],
Positive ou nulle (fonction),
presque partout,
Primitive, voir Fonctions
Produit
de convolution, [63, [70, [72
de fonctions, [63] 69 [77]
hermitien, 02| [21] 23, 27, [39, £, [61]
matriciel, [[7, I8,
scalaire,
tensoriel,
vectoriel,
Projecteurs, B11 [73,
orthogonaux, B1]
Prolongement par continuité,
propre, voir Intégrales

Rationnelle (fraction),
Rayon spectral,

d’un opérateur normal,
Réciproque (de fonction),
Réciproques, voir Bases
Réglée, voir Fonctions
Relation de fermeture,

théoréme spectral, [73]
Représentation (théoréme de), 3]
Riemann, voir Intégrales ou Critéres
Riesz, voir Représentation

Rotations, B0l

scalaire (produit), voir Produit
Scalaires, [20}
semi-linéarité, voir Formes sesquilinéaires

Séparation, [12] 23] [59, [64d, [0,

sesquilinéaires, voir Formes
Singleton, B4l [87
Singularité, 1]
Spectre
essentiel, B8] [71]
ponctuel, voir Valeurs propres
Stieltjes, voir Intégrales
Suites
Convergence en norme,
de Cauchy, [67] [61], [67, [77
de Farey,
sup,
Support, voir Fonctions
Symeétrie, voir Transposition

Théoréme spectral, voir Relation de fermeture



Topologie,
Trace, [I8]
Translation
de fonction,
intégrale, [27
Transposition
d’une matrice,
de fonction,

Unicité
Base réciproque, [I5] [23, A

décomposition, [14] [74, 62
Union,

Valeurs propres, [10] [78, [79 [30, [33, 33,
65, [T,
Variable
changement,
muette,
Vecteurs,
normalisés, [39, [67
nuls,
orthogonaux, [I4] [67
paralléles, [I4]
Vecteurs propres, 10 63, [7T]
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