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Exercice 1. — Transformée de Fourier des doubles exponentielles.

Cet exercice est consacré au calcul de la transformée de Fourier de :
zt)=e ! teReta>0,
ainsi qu’a ses propriétés, notamment en terme de largeur a mi-hauteur.

(1) Calculer Z(v) la transformée de Fourier de x(t).
Calculons Z(v)
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(2) Vérifier les propriétés de symétrie de Z. Vérifiez également que :

z(0) = /Ri(u) dv et #(0) = / x(t) dt

R
et calculer ces quantités.

On vérifie bien que la transformée de Fourier d’un signal pair réel est bien paire et réel.

On a
() = / )™ dy
R
et donc
2(0) = / () dv
R
De plus,

De méme, on vérifie que

et

(3) Calculer At et Av les largeurs & mi-hauteur de z(t) et Z(v).
Calculons tout d’abord At. On sait que x(0) = %7 donc on cherche les instants ¢ tels que

z(t) = 4. La fonction étant paire, on cherche ¢ tel que
1
—at
c T2
—at = —log(2)
. log(2)
B a

et donc At = 21082)

[e3
Calculons Av. On sait que 2(0) = 2, donc on cherche les intants ¢ tels que &(v) = L. La
fonction étant paire, on cherche t tel que

2 1
47212 4 o2 «

472
@
2

et donc Av = 2.

On remarque qu’en premiere approximation Av est proportionnelle a a et At est pro-
portionnelle a é
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Exercice 2. — Transformée de Fourier des doubles exponentielles (a temps discret).
Cet exercice est consacré au calcul de la transformée de Fourier des signaux :
zn)=a™ neZetae —1,1[,a#0
ainsi qu’a quelques-unes de leurs propriétés.

(1) Calculez &(v) la transformée de Fourier de x(n).

+oo
jj(z/): Z a|n\e—i27mu

n=-—oo
0 +oo

_ E afnefiZTrnV + E anefi%rnu -1

n=-—00 n=0

o0 —+o0

. 1% n
_ E (a6227ru)n+§ :( i )
61271'1/
n=0 n=0
1 1

1 — qet2mv + 1 — qe—12mv o
~ 2—2acos(2mv) ]
1+ a2 —2acos(2mv)

2

l1-«a
14+ a? — 2acos(2mv)

(2) Vérifiez les propriétés de symétrie de &. Vérifiez également que :
z(0) = Z x[n] .
nez

La transformée de Fourier est réel et paire, comme attendu pour un signal réel pair.

—+o0 —+o0
52(0): Z a|n\6712ﬂ'n0: Z O[\n|

n=—oo n=—oo

“+o0

(3) Etudiez en détail le comportement de Z(r). Que dire du contenu spectral du signal z(n) :
plutot basse fréquence, haute fréquence, ... 7 On a

P () = (1 - a?)4rasin(27v)
(14 a2 — 2acos(2mv))?

avec &'(v) = 0 pour v = £, k € Z. sur [0,1/4], #'(v) est du signe de a et sur [1/4,1/2],
#'(v) est du signe contraire.

— «a > 0, signal haute fréquence
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— «a < 0, signal basse fréquence

(4) Que se passe-t-il lorsque « tend vers -1, 1, ou 07

—a—0,x—>d,etz—1
—a—=1l,z—letz—§

—a——-1l,z—>—-letz — —0

Exercice 3. — Transformée de Fourier des gaussiennes.

Dans cet exercice on détermine la transformée de Fourier de la gaussienne :

t—7\2
gTU’(t) = e_Tr(T) , tER,

paramétrée par 7 € R et 0 € R}. On admettra le résultat suivant :

(1) /677@2 de =1.
R

Dans un premier temps on s’intéresse a la gaussienne centrée réduite g = go1.

(1) Montrez simplement que sa transformée de Fourier s’écrit :
o0 2
a(v) = 2/ e~ ™ cos(2mut) dt .
0
Exprimons la transformée de Fourier g(v)
g(V) _ / e—ﬂ't2e—2iﬂ'l/t dt
R

0 R ) “+o0 R )
:/ 677rt 672271'1/15 dt+/ 677rt 67217r1/t dt

—o0 0

On pose t' = —t dans la premiere intégrale.
+o0 i o0 .
g(l/) :/ efﬂt'ze%m/t' dt/ +/ effrt2672i7rvt dt
0 0
—+oo
:/ e—ﬂ't2 (621’771/75’ + e—QiTth) dt
0
+o0 R
= 2/ e ™ cos (2imvt) dt
0
(2) En dérivant sous le signe intégrale par rapport a la fréquence puis en intégrant par partie,

déterminez une équation différentielle simple en §(v).
4
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dg(v)
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Intégrons par partie on pose v’ = —onte=™ et v = sin (2wvt). En déduit u = e et
v = 27 cos (2mut).

dg(v)
dv

“+o0

+oo
=2 e ™ sin (27rut)} - 2/ e~ ™" 21w cos (2rvt) dt
0

0
= 27mvg(v)

On obtient I’équation différentielle suivante :

dg(v) S() —
a0 + 2mvg(v) =0

(3) Résolvez I'équation différentielle et déterminez les constantes d’intégration en utilisant la
relation (1).
Résolvons cette équation différentielle en supposant que g(v) # 0.

dg(v)

D + 2mvg(v) =0
d‘zl(:) = —2mvg(v)
dg(v) _
Gy —2rv dv

log(§(v)) = —mv? + Cst
g(v) = Ke ™"

On vérifie bien que §(v) # 0, Vv € R. Pour déterminer K on utilise notre connaissance de
§(0) = [z g(t) dt = 1. On en déduit immédiatemtn que K = 1. On obtient finallement

7'I'V2

gv) =e”

(4) Déterminez finalement la transformée de Fourier §,, de g,o.
Déterminons ¢, en utilisant les propriétées de dilatation et de décalage de la transformée
de Fourier, mais profitons en pour les redémontrer.

gTO’(V) = / g‘ra(t)e_%ﬂ'yt dt
R

:/901 (t_T> e—2i7r1/t dt
R g

5
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On pose le changement de variable t' = —t;T le Jacobien du changement de variable est égale
s1

a =,
o

]_ . ’
gTU(V) _ = / gOl(t/)672wru(at +7) dt’
0 Jr

67217r1/7

_ / 901(t/)€72i7ru0t' dt/
R

(5) Comparez les largeurs de §., et de g, et commentez.
Les largeur a mi-hauteur sont inversement proportionelles ce qui est cohérent avec la
propriété de dilatation/contraction de la transformée de Fourier.

Exercice 4. — Principe d’incertitude d’Heisenberg.

Le but de cet exercice est de démontrer le principe d’incertitude d’Heisenberg, qu’on peut énoncer
dans le théoreme suivant

Théoréme 1 (Inégalités d’Heisenberg). Soit f € L3(R), f # 0. On pose
[t ot
w =g | 0 = s [ afe

— 00 —00

et

1 [t 1 [t ;
o= [ amuptisorar. o= [ - wplierar

—c0 1£11% /o
Alors

1
S>>
Uf(ff_47r,

avec €galité ssi [ est de la forme
ft) = aeibte—(t—c)Q/d )

Les nombres pf et p 7 mesurent respectivement le temps central et la fréquence centrale du
signal f. Les nombres oy et o j Mmesurent alors I’étalement, ou la dispersion, temporel et spectral.
Ce théoreme nous dit qu’'un signal ne peut avoir a la fois un étalement temporel faible et un
étalement spectral faible.

On suppose bien entendu que o5 < 400 et o § < +oo, sinon I'inégalité est trivialement satisfaite.

(1) On commence par supposer que fiy = pj=0.
(a) A l'aide d’une intégration par partie, montrer qu’on a
+o0 ) +o0 d )
[ irwrae= [ eginopa
— 00 — 00

6
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Une intégration par partie sur le deuxiéme terme donne
e d 2 2 e 2
| el =psprE - [ P
Comme o < +oo et donc fj:oo 2|f(V)]2Pdv < 400, on a f/ € L%(R). En effet, le
théoréme de Parseval implique que || f/[|2 = || f/||2, et on a f/(v) = 27w f(v).
2

Reste & montrer que lim t|f(¢)|?> = 0. Supposons que lim t|f(¢)[? = ¢, £ # 0. Alors,
t—+oo t— 400

quand t — 400, on a |f(t)|? ~ £/t ce qui est incompatible avec f € L*(R).

En déduire que

+oo +oo
12 < 2\/ / ©21f(t)2d1 / ()

En prenant la valeur absolue dans 1’égalité précédente, apres avoir remarqué que

LIF@)? = f1 (@) F@) + f() f(t), on a
o0 -
17112 < / tf(t)f’(t)dt‘+

— 00
11 suffit alors d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Swartz aux deux termes et 1’on obtient
I'inégalité voulue.

+o0 7
/ L (O F @At

— 00

En utilisant la relation entre la transformée de Fourier et la dérivation, conclure sur
I'inégalité d’Heisenberg dans le cas iy = =0

On a f’(u) =i2mvf (v). En appliquant le théoréme de Plancherel-Parseval on a

+oo “+o0 R )
/OO |f’(t)|2dt:/ 4722 | f(v) Pdv = 4| 20

- —o0
Finalement, en reprenant I'inégalité montrée en (1.b), on a (sachant que || f||2 = || f]|2)
I£1? < 2, /4x2]|f 203120
<dn| flPoso;
et donc .
ofo; > -

(2) Montrer le cas général en appliquant une translation et une modulation adéquat & la fonction
f, de sorte a appliquer le résultat précédent.

On considere la fonction g définie par

g(t) = e "M f(t+ py) -

Les relations entre transformée de Fourier et translation et modulation donnent bien pg =
pg = 0. De plus, on a [g|| = || f] et

1 [t
s [ el Pt =}
7
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et

g

@ N

| P 2 2
:m/_oo VISt + pyp)Pdt = 0%

(3) Enfin, montrer que I'égalité est atteinte ssi f(t) = ae®le=(1=¢)"/d

résultats de l'exercice "transformée de Fourier d'une gaussienne”.

. On pourra utiliser les

La démonstration du sens réciproque est facile. Soit f(t) = aette=(t=9*/d_On reconnait
une fonction de type "Gaussienne” modulée. Les résultats sur la transformée de Fourier
d’une gaussienne permettent de conclure directement que oo P= ﬁ.

Pour le sens direct, il faut regarder quand on a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Swartz.
Cette égalité a lieu ssi

tf(t) = Kf'(t
qui est une équation différentielle (qu’on peut résoudre en séparant partie réelle et imagi-
naire). On trouve alors la solution attendue.

Exercice 5. — Transformée de Fourier de fréquences pures observées sur un horizon fini (a temps
continu).

Cet exercice est dédié a 1’étude de la transformée de Fourier d’un signal monochromatique observé
sur un horizon fini c’est-a-dire sur une durée finie. Pour cela on définit le signal « porte » constant
égal a un a l'intérieur d’un intervalle et nul a U'extérieur :

1 site[-T/2;4+T/2
IIr(t) = .
0 sit¢[-T/2;+T/2]
ou T est un réel positif. On définit ensuite le signal d’intérét, c’est-a-dire un signal monochromatique,
de fréquence fp multiplié par le signal porte précédent :
J}T(t) = ei27rf0t HT(t) .
(1) Calculez II; (v), la transformée de Fourier de II; (). On pourra introduire la fonction sinus
cardinal définie par sinc(u) = 22 Etudiez la fonction IT;(f) en détail.

Tu

. oo , LI
I (v) = / I (t)e ™ dt = / e T dt

1
—00 -5

sinc est une fonction paire, avec sinc(0) = 1 et qui s’annule pour x = k , kK € Z. On a

Vgrfoo sinc(v) = 0.
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! (1) = cos(mv) w2y — sin(mv)m _ cos(mv)my — sin(wv)
! w22 T2

I} (v) = 0 & 7w = tan(7v)

cette derniére équation a une unique solution sur charque intervalle [k, k + 1], £ > 1, qu’on
note ay. En chaque oy, la dérivée s’annule et change de signe, on a donc un extremum
local.

(2) En déduire la valeur des deux intégrales de Dirichlet :

RN +00 . 2
sinx sinx
/ dz et / ( ) dx
0 €T 0 T

On a

/+oo sinx dx:ﬂ'/Jroo sinmx de

0 T 2 ) o T2

:71'/+°° sin v dl/:ﬂ'/Jroo sinﬂ'yei%w Qv en z — 0
2 ) o T 2 ) o TV
71'

:51"[1(3:) enx =0

T T

T1(0) =

et

(3) En exploitant les relations « transformée de Fourier et dilatation du temps » déterminez
la transformée de Fourier IIp(v) du signal porte général IIp(¢).
On a IIp(t) =1 (¢/T). Il vient directement

Iy (v) = TIL (Tv) = Tsine(Tv)

(4) En exploitant les relation « transformée de Fourier et modulation » déterminez la trans-
formée de Fourier Zr(v) du signal zp(t). Commentez le résultat obtenu en fonction de la
largeur T' de la porte considérée et notamment le comportement lorsque 7" — oco.

tr(v) =Tz (v — fo) = Tsine(T(v — fo))
9
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Tsine(T (v — fy)) s’annule pour v = k/T + fo avec maximum global en v = f;.
sin(7T'(v — fo))

lim =d0(v—
T—+oo (v — fo) (v —=fo)
Exercice 6. — Transformée de Fourier de fréquences pures observées sur un horizon fini (a temps

discret).

Cet exercice est dédié a I’étude de la transformée de Fourier d’un signal monochromatique a
temsp discret observé sur une durée finie. Pour cela on définit le « signal porte » constant égal a
un a l'intérieur d’un intervalle et nul a lextérieur :

1 sine{-N,...,+N
Myfn =41 et }
0 sin¢{-N,...,+N}
ou N est un entier positif. On définit ensuite le signal d’intérét, c’est-a-dire un signal monochroma-
tique, de fréquence vy multiplié par le signal porte précédent :
zy[n] = 2™ Ty[n] .
(1) Caleulez Iy (v) la transformée de Fourier de Ily[n]. On pourra introduire le noyau de
Dirichlet défini par Diry(u) = %
Calculons la transformée de Fourier & temps discret de Iy [n]
Iy(v) = Z My [n]e2mm

nez
N

_ § 67i27rl/n
n=—N
ei27r1/N _ e—i?ﬂV(N+1)

1— e—iQTrl/

Pi’ITV(QN+1) _ —imv(2N+1)

i & €
eV

1— 67i27r1/

ei‘n’u(2N+1) —imv(2N+1)

— €

ey p—imy
sin(mv(2N + 1))
sin(7v)

(2) Vérifiez les propriétés de symétries de Iy (v). Vérifiez que Iy (v) est bien 1-périodique.
Vérifiez également que :

Ty (0) =Y Tx(n).

et donner : )
in((2N +1
/ sin((2N + 1)7v) v .
0

sin(mv)

10



SSL

— Vérifions que Iy (v) est une fonction paire
sin (2N + D)7(—v))
sin (w(—v))
—sin ((2N + 1)7v)
—sin (7v)
= ln()
— Vérifions que Iy (v) est 1-périodique.
sin (2N + 1)w(v + 1))
sin (7(v + 1))
sin (2N + 7w + (2N + 1)7)
sin (mv + )
—sin ((2N + 1)7v)
— sin (7v)
= In()
— Vérifions que II5(0) est bien égale & la somme du signal my.
- sin ((2N + 1)7v)

v—0 sin (7v)

Oy (-v)

Iy +1)

=2N+1

On calcul cette limite facilement en utilisant le développement limité de la fonction
sin. Evidemment ), IIx(n) = 2N + 1.

— Par définition de la transformée de Fourier & temps discret on a

1/2 ~
HN[TL] — /1/21—[ ( ) i2Trn dv

/0 sln((2N+1 ) / v) dv =TIy (0) =1

sin (v

(3) Etudiez la fonction Iy (r) en détail.
voir figure 1

15
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FI1GURE 1. Noyaux de Dirichlet N =5

11



SSL

(4) En exploitant les relation « transformée de Fourier et modulation » déterminez la trans-
formée de Fourier Zx(v) du signal z[n]. Commentez le résultat obtenu en fonction de la
largeur de la porte considérée et notamment le comportement lorsque N tend vers 'infini.

Déterminons la transformée de Fourier de xy(n) & partir de ce qui précede.

j?N(V) =

Z :L,N[n]e—Qifrvn

nez

Z HN [n]GQiﬂ'ljone—Q’iﬂ'l/n
nez

Z HN[n]€72i7r(ufuo)n
nez

Iy (v —vp)

Lorsque La largeur de la porte augmente la largeur du noyaux de Dirichlet diminue. Enfin
lors que N tend vers +oo alors on tend vers la distribution de Dirac, I’horizon devient infini.

12



