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Au dela de Fourier :
analyse
temps-fréquence et
temps-échelle

Si la transformée de Fourier permet de connaitre le contenu fréquentiel d'un
signal, le passage en Fourier fait perdre toute I'information temporelle. Prenons
I'exemple de deux notes de piano jouées simultanément, dont la représentation
temporelle ainsi que sa transformée de Fourier sont représentés sur la figure 1.1.
La lecture du spectre nous donne directement la fréquence des notes jouées.
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FIGURE 1.1. - Signal de piano : les notes sont jouées en méme temps. Gauche : re-
présentation temporelle. Droite : spectre fréquentiel

Onreprésente maintenant sur la figure 1.2 un signal de piano ol1 les méme notes
sont jouées I'une apres 'autre. Si la transformée de Fourier nous indique toujours
parfaitement la fréquence des deux notes jouées, on n'a aucune informations sur
le moment ot les notes sont jouées. On aimerait donc exploiter a la fois I'informa-
tion temporelle et fréquentielle d'un signal. On est donc obligé d’aller plus loin en
définissant des transformées qui prennent en compte a la fois I'information tem-
porelle et 'information fréquentielle.

On présente ici les deux représentations temps-fréquence principales : la trans-
formée de Fourier a fenétre et la transformée en ondelettes. Pour cette derniére,
on parlera plutot de transformée temps-échelle.



1. Au dela de Fourier : analyse temps-fréquence et temps-échelle

FIGURE 1.2. - Signal de piano : les notes sont jouées I'une apres 'autre. Gauche :
représentation temporelle. Droite : spectre fréquentiel

Analyse temps-fréquence

Lidée, simple, de I'analyse temps-fréquence est de faire une analyse spectrale
"locale" du signal, a 'aide d'une fenétre que I'on fera "glisser" le long du signal.
On va donc faire la corrélation du signal avec différents atomes temps-fréquence
qui auront une certaine concentration (ou résolution) en temps et en fréquence.

Principe d’incertitude d’Heisenberg

Avant de définir précisément une transformée temps-fréquence, on va voir qu'un
signal ne peut étre a la fois parfaitement localisé en temps et parfaitement loca-
lisé en fréquence. Ce principe s’illustre naturellement avec les instruments de mu-
siques : un coup de batterie est treés bien localisé en temps, mais on ne peut pas
associer une note précise au coup donné. Inversement, une note de violon devra
étre jouée pendant un temps minimal pour que l'oreille reconnaisse la note jouée.
Par conséquent, la notion de "point" dans I'espace temps-fréquence n'a, a priori,
pas de sens. On va donc associer au plan temps-fréquence des "boites" dont la
taille sera liée a I'incertitude de la mesure temps-fréquence.

On représente couramment le domaine temps-fréquence par un plan ot1le temps
est sur I'axe des abscisses et les fréquences sur I’axe des ordonnées. Un signal aura
donc une certaine répartition en temps et en fréquence dans le plan.

Soit x € L2(R). Dans la suite, on note E = | x||2.

» On appelle centre temporel de x la quantité
=t= [ rxo dr
=== x .
E Jr

Le centre temporel de x correspond a la valeur moyenne en temps de
I'énergie de x.




1.1. Analyse temps-fréquence

* On appelle centre fréquentiel de x la quantité

(fr=F= é fR IR dv.

Le centre fréquentiel de x correspond a la valeur moyenne en fréquence
de I'énergie de x.

e On appelle écart temporel de x la valeur o; définie par
21 = 2
o= —f(t—t) |x()|* dt.
E Jr

Cette valeur correspond a I'écart type en temps de I'énergie de x.

¢ On appelle écart fréquentiel de x la valeur o ¢ définie par
o2 =2 [ (F=PHRPIP dv
I EJg )

Cette valeur correspond a I'écart type en fréquence de I'énergie de x.

Ainsi, on peut délimiter dans le plan temps-fréquence un rectangle de taille
0 x 0 ¢ qui contiendra la majorité de I'énergie du signal. On appelle se rectangle
boite d’Heisenberg. Le théoréme, appelé Principe d'incertitude d’Heisenberg sui-
vant démontre le résultat annoncé ci-dessus : un signal ne peut pas étre a la fois
parfaitement localisé en temps ET en fréquence.



1. Au dela de Fourier : analyse temps-fréquence et temps-échelle

(Principe d’incertitude d’Heisenberg)
Soit x € L2(R) tel que 0; et 0 ¢ soient finis alors :

O‘fO‘tZE

Avec égalité si et seulement si x est de la forme aexp(—b(t — to)?) exp(i27 fo1).

Ce qui veut dire que notre boite d' Heisenberg a une surface supérieure ou égale

a ﬁ. La notion de point (#y, fy) dans le plan temps-fréquence n’est pas mesurable

car le plan ne peut étre divisé uniquement en rectangle d’aire supérieure a ﬁ.

Avant d’énoncer le principe d’incertitude d’Heisenberg, nous avons besoin du
résultat intermédiaire suivant.

(Théoreme de Weyl)
Soit x € L?(R) tel que tx(f) € L*(R) et x' () € L?>(R). Alors :

Ix(OI* < 2l ex @) X' ().

Avec égalité si et seulement si x est de la forme donnée plus haut.

Démonstration. Soit x € L*(R). On a
||x||2=fx2(t) dt=—thx(t)x'(t)dtz—2(tx(t);x’(t)).
R

par intégration par parties. On applique alors Cauchy-Schwarz, et on obtient
lxl? < 2 zx@ 1 (D)1

Pour avoir égalité dans I'équation précédente, il faut étre dans le cas d’égalité de
Cauchy-Schwarz, autrement dit il faut que x(#) et x'(¢) soient proportionnels. Le
seul signal vérifiant ces conditions est la gaussienne. O

On peut alors démontrer le principe d’incertitude.

Démonstration du Principe d’incertitude. Soit x € L?(R). On suppose dans la suite
que 7 = f = 0. Le cas général se déduit de celui-ci par translation. Par définition
de la transformée de Fourier on sait que la transformée de Fourier de x'() vaut
27i fx(f). Lidentité de Plancherel nous donne alors

Ix' (017 = 1278 RN = 4n° | FR(OI.
De plus, d’apres le théoréme de Weyl on a
E=|xI* <2l ex()IlIx' (DI < 4xll ex ()N fR)N
<4nEofo;.

ol la derniere inégalité vient la définition 1.1 des écarts temporel et fréquentiel.
En ce qui concerne le cas d’égalité, on voit qu'il vient du cas d’égalité du théo-
reme de Weyl, autrement dit on a égalité si et seulement si x est gaussien. O



1.1. Analyse temps-fréquence

Maintenant que nous avons vu quelles sont les conditions que doivent remplir
les décompositions temps-fréquence, nous allons pouvoir définir une "analyse
temps-fréquence".

Transformée de Fourier a fenétre

La premiére approche pour construire une décomposition temps-fréquence est
de repartir de la transformée de Fourier et de la relocaliser en temps. C’est le prin-
cipe de la transformée de Fourier a fenétre glissante (aussi appelée transformée de
Fourier a court terme).

Définition et inversion

Pour définir une telle transformée, on restreint le signal a une portion que 'on
fait glisser sur I’axe temporel. Pour cela, on définit une fenétre grace a une fonction
g lisse et bien localisée autour de I'instant ¢ = 0 qui délimitera la fenétre d’analyse.

(Transformée de Fourier a court terme)
Soit x € L2(R). On appelle transformée de Fourier a court terme de x de fenétre
d’analyse g € I%(R), 1a fonction X de deux variables définie par

X RxR—-C

(b,v) — X(b,V) = <x;g(t— b)eZi””> = f x(Dg(t—bye 2™ dr .
R

Dans la suite, on note gy, (f) = g(t—b)e?"*. Ces fonctions sont appelées les atomes
temps-fréquence de la décomposition. On voit que pour v et b fixés, cette décom-
position est localisée au voisinage de (b, v) grace a la localisation en temps de g et
2 la modulation par e*™!, méme si cette localisation ne peut jamais étre parfaite.

La transformée de Fourier a court terme donne une bonne décomposition d'un
signal au sens donné par les deux propriétés suivantes qui sont I'inversion et la
conservation de I'énergie.

(Inversion)
Soit x € L2(R) et ge I%(R) une fenétre admissible. Alors

1 .
VieR x(t):—szX(b,v)g(t—b)ezmwdbdv.
lgll< JrJr

Démonstration. Pour démontrer ce théoréeme nous allons partir du membre de
droite de la définition 1.2 de la transformée de Fourier a fenétre et écrire la trans-
formée de Fourier a court terme comme la transformée de fourier du signal fenétré
Xg, (1) = x(£)g(t—b).



1. Au dela de Fourier : analyse temps-fréquence et temps-échelle
Ainsi :
f f X(b,'\/)g(t— b)eZiT[Vf db dV — f f )’egb('v)g(t_ b)eziﬂvt db dV
RJR RJR
=fg(t—b)fxgh(v)e”””dvdb
R R
=ng(t—b)xgb(t) db
=fg(t—b)x(t)g(t—b) db
R

= x(t)f lg(t—Db)[>db
R
=x(lgl3

Ce qui nous donne le résultat voulu. O

(Conservation de I'énergie)
Soit x € L?(R) et g € L?(R) une fenétre admissible. Alors

fxzmdt:%ff|X(b,v)|2dbdv. (L.1)
R gl JrJr

Démonstration. On écriticiaussila transformée de Fourier a court terme du signal
x comme la transformée de Fourier du signal fenétré xg, (¢) = x(¢)§(¢ - b), puis on
utilise le théoreme de Plancherel-Parseval.

fle(b,v)lz dbd\/:fflfcgh(v)lzdbdv
RJR RJR
= nI*drdb
.[R\[Rlxgb( )l

=ff|x(t)g‘(t—b)|2dtdb
RJR

=f|x(r)|2|f|g(t—b)|2dbdt
R R

=fR|xm|2||g||§ dt

2 2
= lglzllxls

O
Lapplication qui au couple (b, v) associe | X (b,V)|? est appelé le spectrogramme

de x. Il représente la distribution de la quantité d’énergie présente dans le signal
autour des fréquences f et du temps b.

10



1.1. Analyse temps-fréquence

9o

FIGURE 1.3. — Boite d’'Heisenberg d’'un atome temps-fréquence.

. Choix de la fenétre

Comme nousl’avons vu, la transformée de Fourier a court terme est entierement
caractérisée par ses atomes temps-fréquence gj ¢, eux mémes définis grace a la
fenétre g. En pratique, pour bien définir la transformée nous devons donc bien
définir cette fonction. Pour cela plusieurs choix sont possibles. Nous allons ici en
donner deux mais on peut en trouver d’autres dans la littérature.

Tout d’abord nous allons considérer un choix “naif” de fenétre donné par une
fonction rectangle. Autrement dit on considere

To TO]

1 site[-3; 3
g([):{ ] [ 272
0 sinon.

Suivant le choix de Ty, cette fonction g peut étre plus ou moins bien localisée
en temps. Malheureusement si on regarde sa transformée de Fourier, on obtient
g(f) =sinc(Ty f) qui est, pour le coup, mal localisée.

Pour déterminer le choix optimal de la fenétre, on regarde ce qu’il se passe dans
le plan temps-fréquence. Sur la figure 1.3 on peut voire que quelque soit 'atome
considéré, la surface de sa boite d’'Heisenberg estla méme, donné par la résolution
de g. Une bonne transformée de Fourier a court terme est bien localisée en temps
et en fréquence, c’est donc celle correspondant a la fenétre dont la boite d’'Heisen-
berg a une surface minimale. Nous avons vu dans le Théoréme 1 que dans ce cas, la
fenétre optimale est gaussienne. La transformée de Fourier a court terme avec fe-
nétre Gaussienne s’appelle transformée de Gabor. Par la suite, on confondra sou-
vent transformée de Gabor et transformée de Fourier a court terme. L'expression
transformée de Gabor étant principalement utilisée lors de la discrétisation.

La transformée de Fourier a court terme répond a I'attente d’'une analyse temps-
fréquence, bien que limitée intrinsequement par le principe d’incertitude d’Hei-
senberg. Cependant, pour certains signaux I'information essentielle peut étre conte-
nue dans ses singularités, et ses structures irrégulieres. C’est le cas des images par
exemple, I'oeil étant sensible aux contours, ou bien les transitoires d'un signal mé-
dical comme pour la détection de zones épileptique par électro-encéphalogramme.

11



1. Au dela de Fourier : analyse temps-fréquence et temps-échelle

C’est pour ce genre d’applications que les ondelettes ont été introduites dans les
années 80.

Analyse temps-échelle : la transformée en
ondelettes continue

La transformée en ondelettes continue constitue une alternative a la transfor-
mée temps-fréquence définie plus haut. Elle repose sur I'analyse de la fonction
par translation et dilatation d'une ondelette merey.

Définitions
Londelette mere ¥ doit vérifier certaines conditions données dans la définition
suivante.

(Conditions d’admissibilité)
Une fonction v € L%(R) est admissible si elle vérifie la condition

Iy W)

R |Vl

dv < oo

0<cy

En particulier, #(0) = [ w(#) dt = 0. Autrement dit une ondelette est forcément
de moyenne nulle.

D’apres la condition d’admissibilité les ondelettes sont forcément des "petites"
fonctions oscillantes d’ot1 leur nom. On peut maintenant donner la définition d’'une
transformée en ondelette.

(Transformée en ondelettes continue)
Soit x € I2(R) et (/A I2(R) une ondelette admissible. On définit la transformée
en ondelettes continue de x comme la fonction de deux variables définie par :

Cy:RixR—C

(a,b) C(ab)—<x-i (t_b)>_ifx(l‘)_(t_b)dt
, S ’\/51// @ ~Valr Y2

Comme pour les atomes de la décomposition temps-fréquence, on note dans la
suite y, p () = \/Law (%b) Les y,,p sontles ondelettes, caractérisées par’ondelette-
mere . Les ondelettes sont obtenues en dilatant ¥ d'un facteur a et en la trans-
latant de b. Dans ce cas, a est le facteur d’échelle, correspondant a la fréquence %
tandis que b est la position.

Dans le plan temps-fréquence, les boites d’'Heisenberg correspondantes sont
illustrées sur la figure 1.4. On peut voir que pour a "grand", on a une bonne ré-
solution temporelle (o, étant petit) et une faible résolution fréquentielle, et réci-
proquement.

12



1.2. Analyse temps-échelle : Ia transformée en ondelettes continue

0.29 temps

FIGURE 1.4. — Boites d'Heisenberg correspondant aux ondelettes.

Un exemple d’ondelette mere est donné par le "chapeau mexicain" qui corres-
pond a la dérivée seconde d'une gaussienne. Il est représenté sur la figure 1.5.

2 ) r i
LTV A S

FIGURE 1.5. - Le chapeau mexicain.

Reconstruction et conservation de I'énergie

La transformée en ondelettes continue, comme I'analyse temps-fréquence, conserve
toute I'information présente dans le signal, dans le sens o1 'on a conservation de
I'énergie. De plus, on peut reconstituer le signal a partir de sa transformée en on-
delettes.

(Conservation de I'énergie)
Soit x € L?(R) et ¢ € L? une ondelette admissible. Alors :

1 dadb
2= — [ [ 1cxta b <452,
v *

13



1. Au dela de Fourier : analyse temps-fréquence et temps-échelle

Démonstration. Soit ¢ une ondelette admissible. En utilisant les propriétés de la
transformée de Fourier on voit que

Tap) = Vaip(av) e 2™P. (1.2)

Pour rappel, la décomposition de x en ondelettes est donnée par la fonction de

deux variables : . b
Cx(a,b) = ﬁfo(””’(T) dr.

On regarde dans un premier temps la fonction d’'une variable C, : b — Cy(a, b). Si
on calcule la transformée de Fourier de cette fonction :

Cav)=— Dy | — Vo drdb
a(v) \/EfRfo( )w( P )e
o[ ) o)
=— | x(O|| v|—]|e db| dt
valr R a (1.3)
1 ; —[(t=Db) ,;
- x(t)e—th ([ 1//( )eZInv(tfb) db) dr
\/5/[1& R a
=XWM)Vag(av),
ol on a fait le changement de variable u = ’;ub dans la derniéere équation.

En utilisant la formule de Parseval pour la transformée de Fourier, on obtient
alors

f Calb) 2 db= f 20 2alF av) Pdv.
R R

Par conséquent,

f f |Ca(b)I?
R JR

dbda
a2

—= da
_ —~ 2 = 2
_[mfwlx(v)l aly(av)| dv—az

= f |?c(v)|2( f @(avnz—d“)dv
R R a

= | 1Z)%d

[RIx(V)I vey

Ot dans la derniére équation on a fait le changement de variable u = av.
O

On appelle scalogramme de x la fonction qui a (a, b) associe |Cy(a, b)|2. Cette
fonction représente la distribution de I'énergie de x a1’échelle a et a la position b.
Voyons maintenant la reconstruction a 'aide des ondelettes.

(Inversion)

14



1.2. Analyse temps-échelle : Ia transformée en ondelettes continue

Soit x € L2(R) et 1 une ondelette admissible. Alors

dadb
az -

VieR xm:if fcx(a,b)wa,b(r)
Cu/ IR;"_ R

Démonstration. Notons

dadb
a2

1
fi=—+ f f Co(@, bYW (1)
W [Rj R

C,

On va montrer qu'on a bien f(#) = x(t) . Pour cela, on utilise encore une fois la
transformée de Fourier, autrement dit on calcule f(v) qui vérifie

- 1 imve 222 77
fo= [ [ [ cabvapwem atl
cy Jrntr: Jr a

1 . dadb
= —f fo(a, b)fu/a,b(t)e‘z’””dt“—z
Cy JR} JR R a

On reconnait dans la derniere équation la transformée de Fourier de v, qui est
donnée par (1.2). Donc

~ 1 ,
fv)= —f f Cy(a, b)\/ﬁ(ﬁ(&lv) e—Zlnvbda_Zdb
cy Jr Jr a

Et on retrouve dans cette équation la transformée de Fourier de Cg, 1a fonction qui
a b associe Cy(a, b). Or nous avons calculé cette transformée dans (1.3). Donc

Iy 1 ~ = —~ da
fv) = —f TWVay(av)vaij(av) —
Cy JRY a
1 7 2
= Loy [ WO s s,
Cy R}
Par conséquent, f(v) = X(v) pour tout v € R, ce qui revient a dire que f = x. O

Finalement, la transformée en ondelettes fournit une bonne décomposition temps-
échelle dans le sens défini précédemment. Cependant la reconstruction dans ce
cas fait intervenir tous les facteurs d’échelle et de position réels. Cette décompo-
sition est donc difficile a mettre en ceuvre en pratique. C’est pourquoi nous allons
voir par la suite comment retrouver le méme type de résultats en ne considérant
que des coefficients pris sur un ensemble discret.

15






Bases Hilbertiennes :
cosinus locaux et
ondelettes

Une maniere appréciable de discrétiser une transformée est de construire une
base orthogonale, ce qui peut étre souhaitable pour certaines applications (comme
la compression par exemple). Rapidement, se pose alors la question de la possibi-
lité de construction d'une base de Gabor orthogonale. C’est-a-dire s’il existe une
fenétre w permettant de construire une famille génératrice de L? (R), telle que

(8bv> 8v) =05l (b,V) # (b,,V’)

La réponse est donnée par le théoréme suivant de Balian-Low.

(Balian-Low)
Si {gpy} est une BON de L% (R) alors

soitf t2|g(t)|2dt:+oo soitfvzlg(v)lzdv:+oo
R R

En d’autres termes, on ne peut pas avoir une base de Gabor correctement localisée
en temps et en fréquence.

Cependant, l'utilisation d'une transformée en cosinus plutét qu'une transfor-
mée de Fourier ainsi que quelques hypotheses sur les fenétres w vont nous per-
mettre de construire une base orthonormée a fenétre.

Pour 'analyse en ondelettes, Yves Meyer a construit la premiere famille orthogo-
nale d’ondelettes alors qu’il cherchait a montrer I'impossibilité de construire une
telle base! La généralisation se fait via 'analyse multirésolution.

Bases de cosinus locaux et MDCT
Les bases de cosinus locaux sont une sorte d’analyse de Fourier, ici en cosinus,

a fenétre qui permettent I'obtention d’'une base orthogonale dont la transformée
est réelle pour un signal réel. Ces bases reprennent donc I'idée d'une transformée



2. Bases Hilbertiennes : cosinus locaux et ondelettes

a fenétre glissante, mais modulée par un cosinus plutdt que par une exponentielle
complexe. Couplée a quelques hypotheses sur les fenétres, on peut construire une
base orthonormée de 1.2 (R). Les fenétres doivent obéir 4 une certaine symétrie
entre elles. Ces hypotheses sont résumées sur I'exemple de la figure 2.1 et données
dans la définition suivante.

w
k-2 Wik-1 Wi Wi+l

I ‘ Al g ‘ T I ‘ 1
a+7]
k 'k
adx-1

FIGURE 2.1. — Fenétres MDCT

(bases de cosinus locaux)
Soit {ai} rez une suite de réels, telle que ay < ay41 etlim ay = co. On pose (N} kez
oo

une suite telle que ay + N < ar+1 —Ni+1- Soit enfin une fenétre wy telle que
1. 0= wi (1) =1 wi (1) = 1 sur [ag + Nk, Ag+1 — Nic+1]
2. wp()=0sit<ar—nrout=agi +Nk+1
3. wy_y (ap+1t) = wi (ap — t) et wy (ar + %+ wi_; (ar + )% = 1 pour t € [-n, Wi

On définit alors la famille {1y} kez,nez des atomes de cosinus locaux

Upp (1) = 1 / ;wk(t) cos(ﬁl (n+1/2)(t—ay)|,
k k

avec {y = g4 — Ay -

La famille {tx,} kez, nen €St une base orthonormée de L? (R).

Dans des applications comme le codage MP3, les fenétres utilisées sont iden-
tiques, ce qui donne les bases MDCT (pour Modified Discrete Cosine Transform).
Lavantage de ces bases orthogonales est, comme pour la transformée de Fourier a
fenétre, de pouvoir choisir la taille de la fenétre afin de prendre en compte plutot
I'information fréquentielle avec une fenétre longue, ou plutot I'information tem-
porelle avec une fenétre courte, tout en conservant une transformée réelle, I'amé-
lioration AAC du MP3 utilise cette possibilité pour s’adapter au contenu du signal.
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2.2. Construction de bases d’ondelettes

Construction de bases d’ondelettes

Comme nous I'avons vu dans la partie précédente, les ondelettes donnent une
bonne représentation temps-fréquence d'un signal. Cette partie est consacrée a
la construction de familles d’ondelettes facilement implémentables en pratique,
la transformée en ondelettes discrete. Cette transformée en ondelettes nous per-
mettra aussi de construire une base de L*(R).

Analyse multirésolution et bases d’ondelettes orthogonales

L'analyse multirésolution consiste a projeter le signal a énergie finie étudié sur
un ensemble d’espaces d’approximations successives V;. Ces espaces sont définis
ci-apres:

(Analyse multirésolution)
On appelle analyse multirésolution une suite (V;) ez de sous-espaces fermés
de L*(R) telle que

1. VjeZ, V;cVj_; (propriété d’emboitement)

2. lim V] =UvV;= I%(R),ou 7] estl’adhérence de V;. (propriété de densité)

j—=00

3. lim V;=NV;=1{0}

j—+oo
4. VjeZ feV;— ft-27k)e V; (propriété de translation)
5. VjeZ, feV;— f(t/2) € Vi (propriété de dilatation)

6. Il existe une fonction ¢ € V, (appelée fonction d’échelle ou ondelette
pere) telle que (¢p(t — k)) ez forme une base orthonormale de V.

o Lapropriété de translation est une conséquence directe de 'existence de
la fonction d’échelle et de la propriété de dilatation.

¢ Ondit quel’analyse multirésolution est r-réguliére sila fonction d’échelle
¢ appartient a C” et les fonctions ¢, ¢/,..., p”) sont a décroissance rapide
(i.e. VmeN, 3¢ >0 tel que |p(x)| < W)

» D’apres la définition, construire une analyse multirésolution (AMR) per-
met de calculer des projections successives d'un signal sur des espaces
de plus en plus petits.

e D’apres la propriété de dilatation, on passe de V; a V1 en multipliant
par 2 le facteur d’échelle. On dit alors que j correspond au niveau de
résolution.
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2. Bases Hilbertiennes : cosinus locaux et ondelettes

¢ Pour chaque j € Z, les fonctions (Z_j/2</>(2_j t — k) xez forment une base
orthonormale de V;.

Un exemple d’analyse multirésolution est donné par

k k+1
o 2. KR
V; {fEL (R); f constante sur [2]., 57

L

On peut vérifier que cet ensemble forme bien une AMR avec comme fonction
d’échelle ¢p(2) = L1p11(2).

Par construction d'une analyse multirésolution, pour chaque valeur de j € Z on
sait que V; < V;_;. Les V; sont appelés des espaces d’approximations. On intro-
duit alors les espaces de détails W; définis par

Vici=VjeW,. 2.1
i.e. W; estle complémentaire orthogonal de V; dans V;_1, ce qui signifie que
Wi={feV;_1:VgeV;(f;g =0} (2.2)
Voyons maintenant les propriétés des espaces W;.

(Propriété des espaces de détails)

e Vj#l W; est orthogonal a W;.
o Lespace L?(R) est la somme directe des espaces W;. Ce qui se traduit par
VFe*R) f=) Q;if
Jjez

ou Q; f estla projection de f sur le sous-espace W;.

Démonstration. Montrons d’abord le premier point. Pour cela, nous remarquons
quepour j>/,ona
Wj CVj—l c...cVy,

par définition des V;. Mais W, est orthogonal a V; par construction. Il est donc
aussi forcément orthogonal a W;.

Montrons maintenant le second point. Soit f € L?(R) fixé. On note P;f la pro-
jection de f sur V; et Q; f sa projection sur W;. Alors par construction de V; et de
Wj, on sait que

Pif+Qjf=Pjrf.

En répétant cette opération on voit que pour tout / < j on a
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2.2. Construction de bases d’ondelettes

Pif=Qu1f+Quaf +Quaf+...+Qif +Pif
Comme lim;_._o, Vj = L*(R), en faisant tendre [ vers —oo on a

J
f=2 Qf+Pif

I=—00
mais lim jﬂ,Vj = {0} donc quand j — oo, P; f — 0, ce qui démontre le résultat. [

La figure 2.2.1 illustre la décomposition précédente comme un arbre binaire
d’espaces d’approximation V; et d’espaces de détails W;.

Vi, Wi,

FIGURE 2.2. — Arbre binaire des espaces de décomposition. les V; représentent les
espaces d’approximations et les Wy les espaces de détails.

Le résultat que nous venons de démontrer nous assure que les W; forment une
suite de sous-espaces de L?(R) en somme directe. Autrement dit toute fonction de
L?(R) se décompose de facon unique sous forme de projection sur ces espaces. On

peut construire une fonction v telle que les (ﬁi{/(z—tj — k) vz forment une base de
€

S , . e 1 t
W;. Dans ce cas, la projection d'une fonc.tlon fsur Wy s'écrit Y xez dj k55 (57 —
k). On peut alors énoncer le théoréeme suivant :
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2. Bases Hilbertiennes : cosinus locaux et ondelettes

(Base orthogonale d’ondelettes)
La famille des (wf'k)j,kez’ ouy;k(t) = 2].%1//(2—"} — k) forme une base orthogonale

de L?(R) et tout signal de L (R) vérifie

VieR f()=) Y djyjr®,

jezkez

oudjr={f;vk)-
En s’arrétant a J fixé, on peut aussi écrire,

VieR f(B) =) ckppe®+)Y Y djryi(0).

kez j<Jkez

Dans ce cas, on dit que les ¢ sont les coefficients d’approximation a I’échelle
J tandis que les d; x sontles coefficients d’ondelettes correspondant aux détails.

Ondelettes et bancs de filtres

Nous allons voir dans cette partie comment écrire la transformée en ondelettes
sous forme de bancs de filtres, ce qui nous permettra de définir I'algorithme de
mise en ceuvre pratique des ondelettes.

Tout d’abord, remarquons que comme V;  Vj, nous avons

1 t
—¢|=-|= ho(Dp(t—=1).
\/z</>(2) ZGZZ o(DP(r—1)

Avec hy() = <\/%(/> (%) ;p(t—=1) > On peut de laméme maniére remarquer que quelque
soit j € Z, Vi1 < V}, ce qui s'interprete par

1 t 1 r
vkezZ — — k| =Y h()—¢| 1| 23
€ 2]?47(2]+1 ) 2 J,k()2£¢>(2, ) 2.3)

De plus,

1 t 1 t
hf"‘(”‘<ﬁ¢(ﬁ‘k)’2—g"’(§")>

1 t e

=g [ o ) (55 1)
1 X\ .

:_21/2fR¢(E)¢ (x+2k—Ddt

oul'on a effectué le changement de variable x = zij —2k dans la derniéere équation.
Par conséquent, pour tout j € Z et tout k € Z, on a hj,k(l) = ho(l — 2k). On inter-

prete la suite des (hy[!]);ez comme la réponse impulsionnelle d'un filtre discret.
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2.2. Construction de bases d’ondelettes

Laréponse fréquentielle de ce filtre est alors donnée par Hy(f) =Y jc7 ho(l)e_sz !
Cette fonction est clairement périodique, de période 1. Elle vérifie aussi :

Hyp(0) = V2, (2.4)

et
VIe[0,1] [Ho(H)I? +|Hy(f +1/2))* =2. (2.5)

En fait ces deux propriétés sont une conséquence de I'orthonormalité de la famille
des {p(t—1D); 1€ Z}.

On peut raisonner de méme pour les espaces de détails W;. On voit alors que
pour j € Z fixé, W41 < Vj et
1 t 1 t
VkeZ - - —-k|= hl-2k)— ——1]. 2.6
2151"’(21“ ) leZZ 1 )zéqb(zj ) (2.6)

Encore une fois #; ne dépend pas de I'échelle. C’est la réponse impulsionnelle
d’un filtre dont la réponse fréquentielle, périodique, de période 1 vérifie :

VFel0,1[ [Hy(HI?+|H (f+1/2)=2. 2.7)

et
H,(0)=0. (2.8)

De plus, I'orthogonalité a j fixé entre les ¢ i et les v ;; implique que
Vfel0,1l Ho()Hy (f)+ Ho(f+1/2)H{ (f+1/2)=0. (2.9)

Ces conditions suggerent que les filtres hy et h; sont respectivement des filtres
passe-bas et passe-haut.
Nous pouvons de plus déduire de (2.6) que

VfeR @(f):%Hl(g)dD(g). (2.10)
Avec:
Hi(f) = e 2" H} (f+%).

Autrement dit 'ondelette mere ¥ se déduit directement de la fonction d’échelle ¢.

. Algorithme de Mallat

Considérons un signal x € L2 (R) fixé. Si nous regardons ce qu'il se passe a 1'échelle
J € Znous avons

Pix()=)_ cj)pj (1)
kez

Qjx(n)=)_ djkyy;,(t)
kez
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2. Bases Hilbertiennes : cosinus locaux et ondelettes

x[n]= vy[n}

0]

i nl

FIGURE 2.3. — Banc de filtres d’ondelettes

avec

cj(k) ={x;¢j k)
dj(k) ={6y; K

Ce qui peut s’écrire grace a (2.3) et (2.6) comme

cj(k) =) cj-1(Dhg(1-2k)
lez

dj(k)=)_ cj-1(Dh{(L-2k).
leZ

Donc a partir des coefficients d’approximation a I’échelle j — 1, on obtient les
coefficients d’approximation et de détails a I'échelle j en utilisant les deux filtres
hg et h;. De plus, on voit que nous n’avons besoin que des termes pairs dans cette
opération. Par conséquent, on obtient les coefficients du signal par passage suc-
cessifs par les filtres hy et h; et par décimation d’'un facteur 2. Cet algorithme en
banc de filtres est illustré sur la figure 2.2.2.1

Voyons maintenant comment reconstruire le signal x a partir de ses coefficients,
autrement dit comment faire I'opération inverse de la précédente. Comme on a
Vj = V41 Wj,1 onpeutdécomposer ¢ . surles bases (¢ 11,k kez €t (W41, 1) kez

Gip®) = Y APjp PP,k (D + D AP W IOV 1,k ()
kez

kez
= Y holp-2Klpj k(O + Y, hilp =2k ji1(0)
kez kez

Pour reconstruire le signal, on suréchantillonne d'un facteur 2 les coefficients
(en insérant des zéros pour les termes impairs) et on reconstruit

cj-1k) =) holp—2kicj(k)+ Y_ hilp—2kld;(k).
kez kez

Propriétés des ondelettes

La premiére propriété des ondelettes est que la mére est forcément de moyenne
nulle, d’apres (2.8). On a de plus le résultat suivant.
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2.2. Construction de bases d’ondelettes

Si une AMR de L%(R) est r-réguliere alors ’ondelette mere associée est C" et a
r moments nuls, i.e.

Vi<r fxlu/(x)dx:O.
R

Démonstration. Par définition, si ’AMR est r réguliére, cela signifie que ¢ est C".
Comme v se déduit directement de ¢ grace al’équation (2.10). Il nous reste a mon-
trer qu’alors les moments de ¥ sont nuls. On démontre ce résultat par récurrence
sur r et sur [. Supposons que r soit fixé et que ¥ ait r — 2 moments nuls. Posons
alors xo = K2/ tel que w(”l) (x0) #0. Alors

2]/sz(x)1//(2 Jx-K)dx=0 2.11)

carles v ik forment une base orthonormée de L2(R). Or, la formule de Taylor nous
donne

r—1 _ 1
yx=Y %w(” (x0) + 0(lx — xo|").
=1 :

Donc (2.11) devient

2]/2 f (x X(]) (l)(xo) + 0(|x_x0|T),(//(27]x_K)dx= 0

On pose alors u =2~/ x — K. Dans ce cas, x — xo = 2/ u. Donc

2](r—1/2)f ra TV O)w(u)du+o(2” DJy =
R (r=1!

En simplifiant, on obtient
f u My (uwydu+ 0277%) =0
R

Quand J — oo on obtient bien le résultat. O

Ce résultat est tres important. C’est grace a cela que les ondelettes forment un
bon outil pour détecter les singularités dans un signal. En effet, si une ondelette
est r réguliere, elle est orthogonale a tout polynéme de degré inférieur ou égal a r.
Sur les coefficients d’ondelettes, on ne voit alors apparaitre que les singularités.

On serait donc tenté d’apres les résultats précédents d’utiliser des ondelettes
ayant le plus possible de moments nuls. Malheureusement, le résultat suivant at-
ténue ce gain. En effet, il nous dit qu’il y a un choix a faire entre régularité de 'on-
delette et taille du support.

25



2. Bases Hilbertiennes : cosinus locaux et ondelettes

(Daubechies)
Si v est une ondelette qui engendre L?(R) ayant p moments nuls alors son sup-
port est de taille supérieure ou égale a 2p — 1.

Une conséquence importante de ce résultat est qu'on ne peut pas trouver d’onde-
lettes C*° a support compact.

Exemples d’ondelettes

On donne ici quelques exemples d’ondelettes classiques ainsi que leurs intéréts.

. Ondelette de Haar

Le premier exemple d’ondelettes que nous allons considérer est 'ondelette de
Haar, créée par Alfred Haar en 1909. C’etla premiere ondelette! Celle-ci est construite
a partir de 'analyse multirésolution

k k+1
_ 2 1. -~
Vi =1{f € L°(R); f constante sur [2]., 57 .
munie de la fonction d’échelle ¢ (1) = 1o,1;(¢). Dans ce cas, 'ondelette-mére cor-
respondante est donnée par

‘/’(t):{% site (03]

— L gitell
7 sitelzll
Ces ondelettes, représentées sur la figure 2.4, sont tres bien localisées en temps
mains trés mal en fréquence, ce sont les ondelettes avec le plus petit support exis-
tant. Elles ont de plus peu d’intérét car elles ne sont pas assez régulieres (elles ne
sont méme pas continues et ont un seul moment nul) mais restent trés simple a

mettre en oeuvre.

. Ondelette de Meyer

Londelette de Meyer a une transformée de Fourier a support compact. Elle est
aussi infiniment dérivable. Cette ondelette se construit en considérant une fonc-
tion d’échelle dont la transformée de Fourier est paire, C*, telle que

: 21
1 51|f|5—3
. 4m
0 silfl=3

@(f)={

et qui vérifie les propriétés nécessaires pour décrire une fonction d’échelle.
Contrairement a la précédente, cette ondelette (représentée sur la figure 2.5) est
tres réguliere. Malheureusement, son support est lui aussi infini.
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2.2. Construction de bases d’ondelettes

Haar Mother Wavelet
o. 014

01 012
005 o1

o 008
~o0.05] 006
Ex 004
“o15] 002
)

A
05 04 03 02 01 0 01 02 03 04 05 05 04 03 02 01 0

Haar Father Wavelst

—

01 02 03 04 05

FIGURE 2.4. - Ondelette de Haar et fonction d’échelle associée ainsi que leurs
transformées de Fourier.

1 1
08
05
0.6
o
0.4
-05 02
-1
-5 0 5 10

-5 0 5 -10

FIGURE 2.5. - Ondelette de Meyer

. Ondelettes de Battle-Lemarié

Les ondelettes de Battle-Lemarié d’ordre m sont obtenues par orthonormalisa-
tion des fonctions B-splines du méme ordre. Ces ondelettes ont 'avantage d’avoir

une formulation analytique simple, et d’avoir une transformée de Fourier expli-
cite.

FIGURE 2.6. — Ondelette de Battle-Lemarié a 4 moments nuls : fonction d’échelle
et ondelette mere.

. Ondelette de Coifman

Le principal avantage des ondelettes de Coifman, ou coiflets, est d’avoir une
fonction d’échelle qui possede des moments nuls. On peut alors approcher les co-
efficients d’échelle d'une fonction réguliere a partir des ses échantillons. En effet,
si f € CF sur le support de ¢jn et sa fonctoin d’échelle a p moments nuls avec
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2. Bases Hilbertiennes : cosinus locaux et ondelettes

k< p,alors:
2012(f,¢p.n) = f27 ) + 0KV
Ce dernier résultat se montre en faisant un développement de Taylor de f al’ordre

k. Par conséquent, si j <0, et pour | j| assez grand, alors 2//2(f,¢;n) = f(2/n), et
on peut alors initaliser 'algorithme de banc de filtres décrit précédemment.

FIGURE 2.7. — La coiflet a 4 moments nuls : fonction d’échelle et ondelette mere.

. Ondelettes de Daubechies

Avec les exemples précédents, nous pouvons remarquer qu’'il y a un certain com-
promis a faire entre la taille du support de I'ondelette et sa régularité. En particu-
lier, 'ondelette de Meyer est difficile a mettre en oeuvre en pratique.

Les ondelettes de Daubechies sont des ondelettes de support minimal pour un
nombre de moments nuls donnés. Autrement dit elles dépendent d’'un parametre
N fixé. Elles ont alors N moments nuls et sont a support dans [-N+1, N]. Cette on-
delette est obtenue de fagon constructive, a partir des filtres hg et h,. Elle est aussi
fortement asymétrique. La figure 2.8 représente deux ondelettes de Daubechies.

Ondelettes biorthogonales

Comme nous l'avons vu, le meilleur compromis entre taille du support et mo-
ments nuls pour des ondelettes orthogonales est donné par les ondelettes de Dau-
bechies. Malheureusement ces ondelettes sont fortement asymétriques. En fait, la
seule ondelette symétrique et a support compact est’'ondelette de Haar. Pour cer-
tains problémes, comme la gestion des bords sur une image, on a pourtant besoin
d’utiliser des ondelettes symétriques. Pour cela, on relaxe 'hypothése d’orthogo-
nalité sur les ondelettes. On définit alors les ondelettes biorthogonales comme
une généralisation des ondelettes orthogonales. Le principe est de prendre des
ondelettes pour la synthese différentes de celles utilisées pour I’analyse. Nous sup-
primons alors les conditions d’orthogonalité sur la base (/) ik de V; et sur la base

Wik de W] Nous introduisons les familles duales (b jk et U/ jkdedjrety;etles

espaces V et W engendrés par celles-ci de sorte que :

Vi kK €Z, (i Vix) = (D) W) =0 V; LW, et V;LW; 2.12)
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Daubechies Mother Wavelet Daubechies Father Wavelst

02| 02|

01 0.15|

01 0.05|
02| 0

03] -005|

“so 100 50 0 50 100 150 “Hso 100 50 o 50 100 150

Fourier transform of Daubachies Mother Wavelet Fourier ransform of Daubechies Father Wavelet

Daubechies Mother Wavelet Daubechies Father Wavelet

02|
01

01
02|

50 100 50 o 50 100 150 “Heo 100 50 o 50 100 150

Fourir transform of Daubachies Mother Wavelet Fourier ransform of Daubechios Father Wavelot

FIGURE 2.8. - Deux exemples d’ondelettes de Daubechies et leur fonction
d’échelle associée, ainsi que leur transformée de Fourier. Haut: N =
2,bas: N=7

Les familles duales doivent aussi respecter des conditions de biorthogonalité :
«Pj,kr(rbj,k’) :6k—k’) erk; klez
<1//j,kij,k/>=6k—k/’ Vj,k, Kez (2.13)
Dans ce cadre, les coefficients d'un signal x € [2(R) sont donnés par

Cik =AX%¢j k)

(2.14)
djk =¥k
Tandis que le signal reconstruit est donné par
o J °
VieR x(0=Y crpbrr+, 2. dixVik- (2.15)

kez j=lkez

Pour calculer les coefficients on peut comme dans le cas orthogonal utiliser I'al-
gorithme de Mallat. On changera alors les filtres utilisés a la reconstruction. Pour
avoir quand méme la reconstruction parfaite du signal, les filtres utilisés a la re-
construction doivent tout de méme vérifier certaines hypotheses.
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2. Bases Hilbertiennes : cosinus locaux et ondelettes

Construction de bases d'ondelettes en dimension supérieure
(2D)

Lidée dans cette partie est de construire des bases d’ondelettes séparables. Pour
cela, on peut construire une AMR dans chaque direction. On obtient alors une
paire (¢',9!) sur la premiére coordonnée et une paire (¢?,?) sur la deuxieme.
On construit alors I'analyse multirésolution 2D en prenant le produit tensoriel des
AMR 1D. Autrement dit, on note 7; = V; ® Vj, pour tout j € Z. La suite des es-
paces (¥;) jez vérifie bien les propriétés de I'analyse multirésolution et sa fonction
d’échelle est alors donnée par ¢! (x1)¢?(x2). En reprenant le raisonnement sur les
AMR 1D, on voit qu’'on a alors quatre fonctions a considérer :

D(X) = Pp(x1)P(x2)
PL(R) = plx)y(x2)
W2(%) =y (x1)p(x2)
W3(®) = w(x)y(x)

(2.16)

avec X = (x1x2) 7
Dans I'équation (2.16), ¥! représente 'ondelette mere de la base des détails ver-
ticaux, ¥? les détails horizontaux et ¥ les détails diagonaux.

On a dans ce cas 3 directions de détails. Ce qui nous donne 3 jeux de coefficients
d’ondelettes.La reconstruction du signal prend en compte ces trois directions de
reconstruction. En effet, soit x € I2(R) on a:

J o
x= ) L0+ 2 D Y (YO 2.17)

kez? i€{1,2,3} j=1kez?

Le passage en dimension supérieure se fait exactement de la méme facon que
le passage de la 1D ala 2D, en prenant des produits tensoriels d’espaces V;. On
obtient alors 2% — 1 ondelettes de détails en dimension d.

Un exemple de transformée en ondelettes

La fonction donnée sur le figure 2.9 est décomposée sur la base d’ondelettes db3,
i.e. ondelettes de Daubechies a 3 moments nuls. Pour I'initialisation, on identifie
les coefficients ay aux échantillons de la fonction.

Chaque passe de filtrage décompose les coefficients a,, en coefficients d,,+1 d’on-
delettes et a,+; de fonctions d’échelles de tailles deux fois plus grande. Comme les
ondelettes utilisées ont 3 moments nuls, les parties de la fonction linéaire ou pa-
raboliques donnent des coefficients d’ondelettes exactement nuls.

Les coefficients étant sous-échantillonnés a chaque étape, le nombre de total
de coefficients reste constant. On s’arréte aprés un nombre fixé d’itérations, ou
jusqu’a épuisement du signal, quand ay ne compte plus qu'un coefficient.
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FIGURE 2.9. — Fonction a analyser.

Filtre hO
o
saﬁ 1 L]
8

Filtre h1
iﬂg
2 4 0 1 2 3
Ondelette
o
o
R
o 1 2 s

FIGURE 2.10. — Fonction d’échelle et ondelette de Dauchechies a 3 moments nuls.

Projection sur VO
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FIGURE 2.11. - Initialisation : on identifie les coefficients ay aux échantillons de la
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FIGURE 2.12. - Premiere passe : la fonction est décomposée sur une base de V;
(fonctions d’échelle) et W, (ondelettes).
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FIGURE 2.13. - Deuxiéme passe : la projection sur V; est décomposée sur une base
de V, (fonctions d’échelle) et W, (ondelettes).
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Notions
d’approximation et
d’estimation d'un
signal

Approximation linéaire

Approcher linéairement une fonction consiste a la projeter orthogonalement
dans un espace de dimension fini fixé a priori. Cette espace peut étre, par exemple,
I'ensemble des atomes temps-fréquence pris jusqu’a une fréquence fixée, ot des
ondelettes d’échelle plus grande qu'un seuil fixé.

Etant donnée une base orthogonale (e;) de L2, on peut approximer une fonction
f par la somme finie

N-1
fN: Z <f’en>en-
n=0

Lerreur d’approximation £(N, F) est définie par

2
e(N,F)=If — fnl? =

Y (frenden| = Y 1(fren)
n=N n=N

Le fait que f soit dans L? implique que I'erreur d’approximation (N, F) tend
vers 0 quand N tend vers 'infini. Cependant, cette décroissance de I’erreur peut-
étre trés lente, trop lente pour que 'approximation de fonctions de L? soit utili-
sable en pratique.

Pour assurer une convergence plus rapide de 'approximation, des a prioris sont
nécessaires sur les signaux, en particulier sur la vitesse de décroissance des coeffi-
cients (f, ep).

On peut en particulier démontrer le théoréme suivant :

Soit s >1/2.Si Y ,en |11 {f, en) |? < +00, alors e(N, F) = o(N~2%).




3. Notions d’approximation et d’estimation d’un signal

La section suivante caractérise les fonctions vérifiant cette hypothése quand la
base est une base de Fourier ou d’ondelettes.

Approximation dans les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev H” sont des sous-ensembles de L? caractérisant la régu-
larité d’'une fonction. Ils sont définis comme I’ensemble des fonctions f telles que
f € I?, ainsi que ses dérivées f"” d’ordre n < p.

Pour éviter les problemes de bords, on se limite au fonctions a support dans
[a, b], avec 0 < a < b < 1. De telles fonctions peuvent étre décomposées sur la base
des atomes de Fourier e, (t) = e/2™"!. Les coefficients de cette décomposition sont
donnés par

1 .
fan={fren) =f f(pe 2™y,
0

En intégrant par parties, on montre que les coefficients f,El) dela dérivée de f sont
donnés par
f,gl) =i2nnf,.

Plus généralement, les coefficients de f”) sont donnés par
(2] .
o = (2an)P f.

Lappartenance a I'espace de Sobolev H” implique que f”) € I?, et donc que

2
I P12 = @m? | Y. InfPPI(f,en) | <+oo.

nez

En appliquant le théoréme 11, on montre que si une fonction a support sur [a, b]
est dans HP, I'erreur €(N, F) de son approximation par les N premiers atomes de
Fourier décroit plus vite que N2,

On démontre un résultat analogue pour les ondelettes : si f est dans H” et que
¥ a au moins p + 1 moments nuls, alors I'approximation de f par une base d’on-
delettes décroit plus vite que N~2P.

Base de Karhunen-Loéve

On suppose maintenant que les signaux a approximer sont des réalisations d’'un
processus aléatoire connu. On se limitera dans cette partie a des signaux x = (x,)
de taille finie N, et d’espérance nulle (E(x,) = 0, si ce c’est pas vérifié, il suffit de
soustraire cette espérance aux signaux pour se ramener a ce cas). La matrice de
covariance R est supposée connue, de coefficients

Rym = E(XpXpm).

La base de Karhunen-Loeéve est définie comme la base des vecteurs propres (g,)
de R classés par valeurs propres 1, décroissantes.
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3.1. Approximation linéaire

FIGURE 3.1. - 3 fonctions, dans H? = L2, H! et H?, leurs coefficients dans la base de
Fourier, ainsi que I'erreur d’approximation en fonction du nombre
de vecteurs de la base retenus. Noter la décroissance des coefficients
plus rapide pour les fonctions réguliéres. Lerreur d’approximation
décroit plus vite que N~2 et N~* pour les fonctions de H' et H?

FIGURE 3.2. — Approximation des fonctions avec 7 vecteurs de la base de Fourier.

Lespérance de I'erreur d’approximation par une combinaison de M vecteurs
est minimisée en choisissant les M premiers vecteurs de la base de Karhunen-
Loéve.

Lespérance de 'erreur d’approximation est alors donnée par

n=M

N-1 2
e(M, x) :E( Y [Kx, 8w )

=E

N-1
Y (grxgn x)*)
n=M

N-1

Y gnE(xx*)gn
n=M

N-1 N
Y. gnRgn
n=M

N-1

> An

n=M

Classer les vecteurs propres g, par valeurs propres décroissantes permet de ga-
rantir que 'espérance de |'erreur est minimale.
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3. Notions d’approximation et d’estimation d’un signal

Approximation non linéaire

Pour les approximations linéaires, le choix des vecteurs de la base utilisés pour
approximer le signal dépendait de I'espace dans lequel le signal vivait, ou du mo-
dele probabiliste dont il est une réalisation, mais était indépendant du signal en
lui-méme.

Dans les approximations non linéaires, le choix du sous-espace dans lequel le si-
gnal est projeté est adaptatif, c’est a dire qu’il sera dépendant du signal lui-méme.

Etant donné une premiére approximation linéaire x; = ZQ’I “l(x, gn) §n d'un si-

gnal (avec M grand), I'erreur d’approximation entre x; et x, est définie par

XA = Z (X, 8n) &n>

neA

ol A est un ensemble de L indices compris entre 0 et M — 1, s’écrit

e(A, x) = [ x—xpl? 3.1)
=) x g % (3.2)
neA

Ainsi, pour minimiser I'erreur d’approximation non-linéaire de x par une combi-
naire linéaire de L vecteurs, il faut conserver les L plus grands coefficients en valeur
absolue.

Approximation non linéaire dans une base d’ondelettes

Les espaces de Sobolev sont les espaces naturels pour caractériser I'approxima-
tion linéaire de signaux dans des bases de type Fourier ou d’ondelettes. Pour I'ap-
proximation non linéaire par ondelettes, les espaces naturels sont les espaces de
Besov:

Soit0 < p, g <ooet s > 0donnés. Soit () j x une base d’'ondelettes de L%([0,11%)
On dit qu'une fonction f appartient a 'espace de Besov B,f;"([o, 1]19) si et seule-
ment si

(o)

—j(ps— 2

1160 = 3 Y. Nyl PPl <o (3.3)
P j=—oo \keo,...,277 -1}

Ces espaces dépendent donc de 3 indices, p, g et s. Pour p et g plus grands
que 1, I'espace de Besov correspondant est un espace vectoriel normé (ce qui n’est
plus le cas si 'un de ces indices est plus petit que 1). Ils définissent une famille
d’espaces fonctionnels liés a la décomposition en temps-fréquence donnée par les
ondelettes. Une autre facon de voir 'appartenance d'une fonction f a un espace
de Besov B;,’q est de remarquer que si f =Y. d; Wk f € B;’q si et seulement si il
existe une suite (£;) j dans ¢ telle que

Y ldjlP =2l PR, (3.4)
ke{0,..,277-1}4
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3.2. Approximation non linéaire

Dans cette définition, le parametre s > 0 correspond a la régularité de la fonction
tandis que le parametre p correspond a I'espace ¢ dans lequel vivent les coeffi-
cients. Le parameétre g correspond a un raffinement, on prendra souvent g = oo
dans la suite.

e Un espace de Besov ne dépend pas de 'ondelette choisie, a condition
que celle ci soit r réguliere, avec r > s.

e Pour p = g = oo Lespace de Besov B3,® correspond a 'espace C° des
fonctions s réguliéres par morceaux.

e Pour p = g =2 Lespace de Besov BZS'2 correspond a I'espace de Sobolev
H* des fonctions s régulieres dans L.

Lintérét pratique d’utiliser des espaces de Besov est donné par deux résultats. Le
premier est qu'il permet de lier 'approximation d'une fonction par des ondelettes
a sarégularité.

Si une fonction f appartient a B;,’q, son approximation par ses M premiers co-
efficients ¥ j<_10g, M Lk dj,ij,k vérifie

If = fulls = o(M™2%). (3.5)

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe de 'équation (3.4). O

En ce qui nous concerne, on s'intéresse plus a la norme L? de 'erreur qu’a sa
norme LP. Pour passer de I'une a I'autre, on peut cependant utiliser les théoréemes
d’injection entre les différents espaces de Besov.

Soient 0 < p < oo et s > 0 fixés. Alors

By(10,114 — By ((0,11%) si p =2
: (3.6)
By7(10,11) — B;'*([0,11) ot s' = s~ 4 + 4 sinon

La notation X — Y signifie que X c Y, et qu'il existe une constante c telle que
VxeX, [xlly <clxlx.

Le deuxiéme intérét des espaces de Besov est donné par I'application au trai-
tement d’'images. En effet, on considere souvent qu'une “image naturelle” est la
donnée de fonctions a variations bornées. Or I'espace des fonctions a variation
bornée est lié aux espaces de Besov via le résultat suivant

B! — BV — B, 3.7)

lanorme de BV étant définie par

ufmv=fu%mda
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3. Notions d’approximation et d’estimation d’un signal

Estimation

On verra ici comment utiliser les bases d’ondelettes (ou MDCT) pour débruiter
un signal ou une image. Le probléme d’estimation qu’on se pose ici est celui donné
par le modéle du bruit blanc linéaire. Autrement dit on considére que le vecteur
d’observations y € R correspond a :

vVi=1,...,N Vi =X; +bj, (3.8)

ol x; = f(t;) estla source a estimer, f € I2R) eth= (b;)i=1,.,n est un bruit blanc
gaussien .4 (0,0%). On parle souvent d'un probléme non paramétrique car 'objet
a estimer f est une fonction, elle vit donc dans un espace de dimension infinie.

On cherche 4 estimer f ou au moins x € RY a partir de y. Pour cela on consideére
un opérateur de décision D et on construit un estimateur de x a partir des données
y delaforme X = Dy. Le but est alors de choisir D de maniére a minimiser I’erreur
quadratique moyenne entre x et X,

r(D,x) = E(|X - x||). (3.9)

Classiquement dans ce cas de figure, on utilise toute I'information disponible
sur x ou f pour améliorer les performances de I'estimation. C’est pourquoi sou-
vent un estimateur bayésien va étre performant si 'information qu’on possede a
prioriest suffisamment compleéte et si elle est facilement modélisable par une den-
sité de probabilité. Dans le cas contraire, on peut aussi modéliser le peu d’infor-
mation qu'on possede par des criteres d’appartenance a des espaces fonctionnels
(on approfondira ce point plus tard).

Estimateurs de Wiener

Dans ce paragraphe on va s’intéresser plus particulierement aux estimateurs li-
néaires de x, les plus simples a calculer. On considére donc ¥ = ay ou1 @ est une
matrice de parametres. Le but est donc de trouver « € .4y« qui minimise I’erreur
quadratique moyenne. On appelle alors I'estimateur associé estimateur de Wiener.
Dans ce cas on a la proposition suivante.

Un estimateur linéaire X est un estimateur de Wiener si et seulement si

E((xp—Xp)yx) =0 VO<kn<N. (3.10)

Démonstration. Soit x € RN fixé. On consideére un estimateur linéaire ¥ = ay de x
et on détermine le risque de cet estimateur en x :

N
r(D,x) = E(|% - x||I*) = [E(Z |%; —xl-|2)

i=1

N N
=[E(Z 1y ai,k)’k_xi|2)

i=1 k=1
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3.3. Estimation

C’est une forme quadratique dont le minimum est atteint si et seulement si
agé—D'f) = 0 quelque soit n et k, ce qui donne le résultat.
n,

O

Si le signal et le bruit sont stationnaires, leurs matrices de covariance Ry et Ry,
sont diagonales dans la base de Fourier. On peut alors calculer la densité spectrale
de puissance des deux signaux Py (w) et Py (w), qui sont les transformées de Fourier
de l'autocovariance de x et b définie par c(k) = E(x,x,-k). Le filtre de Wiener
s’écrit, en Fourier,

Py(w)

Vi<kn<N hw=—3— .
Py(w) + Pp(w)

C’est!’estimateur linéaire qui minimise I'erreur quadratique moyenne en x. Mal-
heureusement il n’est optimal que si x est un vecteur gaussien. De plus il suppose
qu’on connait la covariance de x ce qui n’est pas réaliste en pratique.

Dans le cas général il faut pouvoir définir un estimateur qui ne dépende que des
données y. De plus I'opérateur de risque considéré r (D, x) dépend lui aussi de x.
Comment déterminer un optimum pour ce risque si on ne connait pas x? C’est
pour répondre a cette derniére question qu’on a défini le risque minimax.

Risque minimax

Lerreur quadratique moyenne définie précédemment dépend de I'inconnue x a
estimer. En regle général on ne connait pas f et donc x, il est donc difficile de com-
parer en toute généralité différentes méthodes d’estimation a partir de cet erreur.
Dans un cadre paramétrique, ol on chercherait a estimer x par un estimateur sans
biais, on peut utiliser les bornes de Cramer-Rao. Si on veut estimer directement f
il n'existe pas d’équivalent de cette borne. Cependant si f en elle méme n’est pas
connue on possede souvent un minimum d’information liée au probleme, comme
des informations de régularité. On peut modéliser cette information comme I'ap-
partenance a un espace fonctionnel ®. On cherchera alors a déterminer le proces-
sus de décision D donnant la meilleure estimation sur ©. Une facon de faire est de
considérer encore une fois I'erreur quadratique moyenne

r(D, f) =E(IDy - fI*), (3.11)

et de chercher D tel que cette quantité soit minimale pour tout f € ® (souvent
par abus de notation on dira que x = f(¢) € ©). Malheureusement écrit comme
¢a, cette quantité est impossible a quantifier. Chercher a déterminer une méthode
d’estimation efficace pour toutes les fonctions f (dans un espace de dimension in-
finie) est mission impossible. C’est pourquoi on cherche un critere plus facilement
quantifiable. On choisit alors de considérer le pire comportement sur cet espace.
C’est pourquoi on définit

r(D) =supr(D, f). (3.12)
feO
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3. Notions d’approximation et d’estimation d’un signal

La meilleure méthode d’estimation sera alors celle qui minimisera ce risque sur
O, c’est ce qu’on appelle le risque minimax

r =infsupr(D, f). (3.13)
D fe®

Pour des raisons évidentes, on note souvent ce risque minimax sur 0, (N, ©).
Tout comme !'estimateur bayésien, il est souvent difficile a calculer en pratique
puisqu’il faut déterminer un infimum sur toutes les procédures d’estimation por-
tant, encore une fois, sur un espace fonctionnel. C’est pourquoi une approche
classique est de décomposer cet espace fonctionnel a I'aide d'une base, type Fou-
rier ou temps fréquence, et de ne considérer que les opérateurs diagonaux dans
cette base.

Avant d’aller plus loin dans I'estimation minimax, on va définir certaines mé-
thodes d’estimation classique. Pour cela on se place dans le cadre d'une décompo-
sition temps-fréquence de 'espace L?. Lutilisation de ces décompositions temps-
fréquence permet souvent d’avoir une représentation plus parcimonieuse du si-
gnal et, comme on le verra par la suite, de meilleures qualités d’estimation.

Estimation dans une base de L?
. Le probléme d’estimation dans une base

Pour des raisons pratiques, dans cette partie on va tout définir dans un cadre de
décomposition en ondelettes. Cependant les définitions et résultats présentés sont
similaires pour n'importe quelle représentation temps-fréquence. Rappellons tout
d’abord le probleme considéré :

Vizl,...,N yl:xl+bl)
ou x; = f(t;), t; € [0, 1]d et f est une fonction I? inconnue. Pour déterminer un

estimateur de f il est logique d’utiliser une décomposition dans une base hilber-
tienne, qui permettra de calculer des coefficients.

Soit (e;)je; une base hilbertienne. Alors résoudre le probleme (3.8) revient a
résoudre le probleme suivant

vjiel yj=fi+wj, (3.14)
ol (wj) jes est un bruit blanc.
Démonstration. On considere le probleme (3.8) écrit sous sa forme générale

Y=f+B, (3.15)
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3.3. Estimation

ot f € L2([0,1]%), Y € L?([0,1]%) et B € L?([0,1]%) est un bruit blanc gaussien dans
L2(]0, 1]d). Si (e;)jer est une base hilbertienne on peut calculer pour tout j € I,
yj =(Y,e;). Dans ce cas, d’apres (3.15) on a pour tout j € I,

yi=(Y,ej)=(f+B,ej)=(f,e;)+(Bej). (3.16)

Comme f = Zjd(f, ej)ej, on peut caractériser complétement f a partir de sa dé-
composition. Trouver f revient a trouver la suite (f;) jes. Il reste a prouver que si
B est un bruit blanc gaussien il en est de méme pour la suite (b;) je; définie par
bj = (B, e;). I reste donc a montrer que (b;) je; forme un bruit blanc gaussien. Tout
d’abord, comme b; = (B, ej) = Zﬁ.\il w;e;j(t;), saloi est évidemment gaussienne. De
plus, si on regarde

N
Y wiwer(t)e;(t)
=

Mz

ﬂ':(bkbj) =

—_

i

N
E(w;wper(te;(t) = Y o?er(tej(t;)
i=1

”MZ L

N
"Ll
= 25(k .

Donc la suite (b;) je; forme bien un bruit blanc gaussien. O

Regardons maintenant les estimateurs que 1'on peut construire, a 'aide d’'une
décomposition en ondelettes. On s’intéressera uniquement ici a des estimateurs
dits diagonaux dans le sens ot1 on cherche f; = 6;(y;)y;, pour tout j € I (autrement
dit 'estimation se fait coefficient par coefficient).

. Construction des estimateurs

Estimation par projection Dans un premier temps, on va regarder la facon la
plus simple de construire un estimateur, autrement dit les estimateurs linéaires.
Encore une fois, le but est de trouver la suite (fj) jer delaforme Vje I, f] =0;y;
qui minimise r(f) = [E(||f— f [12). Pour I'instant on écrira ce risque comme une
fonction de f.

Lestimateur le plus simple a écrire est 'estimateur par projection. Il consiste a
regarder la projection de Y sur le sous espace engendré par les M premiers vec-
teurs de la base (V) dans le cas des ondelettes). Dans ce cas, on prend
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3. Notions d’approximation et d’estimation d’un signal

Lerreur obtenue est dans ce cas

r()=Elf-f1% = E(Z \f; —fj|2)

jel

=[E(Z 11j<my¥j —f,-|2) = [E(Z 1L gj<an (fj + b)) = fil?

jel Jjel

M
=Y Eb)+ ) Ifil?
i=1 j>M
=Mo*+ Y Ifjl

j>M

On a deux termes qui apparaissent dans cette somme. Le terme de biais }_ ;> /| f 2
correspondant a I'erreur L? commise en approchant f par ses M premiéres com-
posantes de la base et le terme de variance Mo?. On obtient alors

Estimation par oracle Comme dans le cas paramétrique les estimateurs linéaires,
bien que plus facile a construire, sont souvent moins performants en pratique.
Une autre technique d’estimation populaire consiste a estimer la fonction f a
l'aide d'un seuillage. L'idée est, étant donné une représentation parcimonieuse
d’un signal ou d'une image, si peu de coefficients portent le maximum d’infor-
mation, les coefficients petits doivent correspondre au bruit.

Soit T > 0 un seuil fixé. On appelle estimateur de f par oracle I'’estimateur défini
par

fi=Lypsny; Vel (3.18)

On parle d’estimation par oracle car on fait dépendre I'estimateur de la fonction
f que l'on cherche a estimer. Dans ce cas, la valeur optimale du seuil correspond
a T =o0,i.e. on ne garde que les coefficients de f qui sont au dessus du bruit.

Comme dans le cas linéaire, pour f € L? fixé le risque de cet estimateur est donné
par

r(f)=E(f-f1? = [E(Z \f; —fj|2)

jel
= E(Z Ly f 15017 _fj|2) = [E(Z Lygy1501 (fj + b)) = fil?
jel jerl

= Y EWH+ Y IfiP =Y min@%IfP).

i€l fjl>o i€l fjlso

Si on réordonne les f; suivant 'ordre décroissant de leur puissance, on obtient
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3.3. Estimation

une valeur M telle que les M derniers termes soient inférieurs a 7. On obtient alors

r(f)=Ma*+ Y Ifil*.

j>M

Encore une fois cette erreur dépend de 'approximation de f par M termes dans
la décomposition considérée. Cette fois ci I’approximation est non linéaire puis-
qu’elle nécessite d’abord un réarrangement des coefficients.

Estimation par seuillage Dans la définition précédente, I'estimation construite
dépendait de la valeur de f ce qui n’est pas réaliste en pratique. Une autre facon
de construire un estimateur est alors de faire dépendre 1'estimateur des données
et non du signal qu’on cherche a estimer.

Soit T > 0 un seuil fixé. On appelle estimateur de f par seuillage dur I’estimateur
défini par
fj :]l{lyj|>T}yj’ Vjel (3.19)

La construction est donc la méme que la précédente mais cette fois ci les poids
d’estimation dépendent uniquement des données. Cet estimateur est appelé seuillage
dur car il met a zéro tous les coefficients petits et ne touche pas aux autres. Il est
souvent opposé au seuillage doux qu’on verra par la suite.

En ce qui concerne le risque de cet estimateur on a

r(H=Elf-f1%= [E(Z \f; —f,~|2)

jel

= [E(Z Lyy;1>11 ¥ _fj|2) = [E(Z Ly, 1>1(fj + b)) - fil?

Jjel jel

Remarquons que la connaissance de f réduit le risque. Dit autrement, si | f;| < T
on a forcément que |y;| = |fj + b;| < T. Donc le risque par seuillage est plus grand
que le risque par oracle.

Estimation par seuillage doux Comme nous I'avons vu, le seuillage dur ne
touche pas aux coefficients au dessus du seuil 7. Si ceux ci sont corrompus par le
bruit, on ne touche pas a cette corruption. Le principe du seuillage doux est d’at-
ténuer tous les coefficients afin de supprimer aussi le bruit dans les coefficients
grands. Dans une base d’ondelettes, cette opération revient a faire un lissage adap-
tatif des observations.

Soit T > 0 un seuil fixé. On appelle estimateur de f par seuillage doux I’estima-
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3. Notions d’approximation et d’estimation d’un signal

teur défini par

~

fi=Uyjl-Ds,  Vjel (3.20)

Regardons I'erreur obtenue avec cet estimateur.

r(H=Elf-£1%= [E(Z \7; —fj|2)

jel

:[E(Z [yl - T)+—fj|2) :IE(Z [Lyy;1>13(fj+Dbj— T) - fil?

jel JjeI

Encore une fois ce risque est supérieur au risque obtenu par une estimation par
oracle et dépend du seuil T choisi.

Dans tous les estimateurs qui précedent, I’erreur d’estimation était liée au ni-
veau de bruit ainsi qu’a I'approximation du signal par M coefficients, que ce soit
de facon linéaire dans le cas de I'estimation par projection ou par une approxi-
mation non linéaire dans le cas des estimateurs par seuillage. Pour déterminer le
risque minimax d’un estimateur on doit donc avoir une idée du comportement de
cette approximation.

Estimation minimax dans un espace de Besov

Cette partie se décompose en deux sous-parties. Tout d’abord nous allons don-
ner des résultats généraux sur les risques minimax dans un espace de Besov donné
et dans un second temps, nous reviendrons sur les estimateurs, par projection ou
par seuillage, définis précédemment. Nous verrons alors pour quelles valeurs des
différents parametres M ou T ces estimateurs sont optimaux.

. Estimation minimax dans B;’OO

Le risque minimax que 1'on peut obtenir avec N observations d'un signal cor-
rompu par un bruit blanc gaussien .4'(0,0?) est donné par la proposition sui-
vante.

Soitl=s p<ooets> %. Il existe alors une constante C > 0 telle que

r(By™) ~inf sup Elf,— fI?=Cr(s,p)
In fEB;’oo

9, 28 .
(07) 2s+d sip>
r(s' p) = Z(S—%+%)

(0?) 2-5+  ginon.

2
2s+d’
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3.3. Estimation

La démonstration de cette proposition se base sur I'optimalité de I'estimation
bayésienne. On peut cependant remarquer sur le résultat qu’il y a deux zones sui-
vants les valeurs de p et de s. La premiére zone est la zone réguliére tandis que
la deuxiéme privilégie des représentations parcimonieuses. Pour chaque classe
d’estimateur, on cherche a comparer le risque optimal obtenu aec la méthode
(en fonction des parametres) avec cette vitesse minimax. Nous allons voir dans
la suite que les estimateurs linéaires sont optimaux au sens minimax dans la pre-
mieére zone mais plus du tout dans la deuxiéme.

Estimateurs par ondelettes dans un espace de Besov

Reprenons les risques des méthodes d’estimation données précédemment.

Estimateur par projection

Dans le cas de I’estimateur par projection on avait obtenu un risque de la forme

EAf-fI5=0M+ Y Ifil% (3.21)
=M

Autrement dit un terme de biais plus un terme de variance. D’aprés la proposition
3.1 etle théoréeme 13 on peut majorer cette erreur par

E(lf - fI?) <o? M+ M™%, (3.22)

d

01‘1§=ssip22et§=s—;+d

5 sinon.

La valeur de M optimale est alors celle qui offre le meilleur compromis entre le
.. . . __2 .
biais et la variance, autrement dit M = ¢~ 2s+d. Dans ce cas, |’erreur commise est

EQF - FI?) < (0% 7. (3.23)

Elle correspond donc a I'erreur minimax pour p = 2.

Estimateurs par seuillage

Dans cette partie on regarde les valeurs optimales du seuil T > 0 utilisé dans le
seuillage dur et le seuillage doux. Dans les deux cas la valeur optimale du seuil est
donné par T = o+/2log N. Cette valeur correspond a la plus petite valeur de T telle
que la probabilité que le maximum du bruit soit inférieur a T tende vers 1 quand
N — oco.

On peut montrer qu’avec cette valeur du seuil ces estimateurs ont un risque
proche de celui d'un estimateur par oracle. Dans le sens ol

E(If - fI?) < @logN +1)(0? + Y_min(a?,| f;|%). (3.24)

45



3. Notions d’approximation et d’estimation d’un signal

IIs sont donc optimaux dans les espaces de Besov a une correction logarith-
mique prés.

Cependant ce seuil est assez grand et est trés peu efficace en pratique. Une autre
facon de définir un seuil est d'utiliser I'estimation de Stein.

. Estimateur SURE du seuil pour le seuillage doux

Lestimation précédente du seuil est basée uniquement sur le niveau de bruit et
la dimension du signal a estimer. Il parait d'utiliser également les données dispo-
nibles y; pour estimer ce seuil 7.

Lestimation SURE de ce seuil est basée sur une estimation du risque r(f, T) de
I'estimateur de seuillage doux pour le seuil T'. Ce risque s’écrit

rif,D=Y T*+d*+ Y. |fjl?

My JyIsT

En notant que
E(yj®» =1fiP* + 0%,

on peut estimer | f;|? par |y;|* — 0. Lestimateur SURE (Stein Unbiased Risk Esti-
mator) a partir des données y est défini par

SURE(y,T)= Y. T*+0*+ Y |ly*-o%
blyjl>T blyjl=T

Comme son nom 'indique, on peut montrer que c’est un estimateur sans biais du
risque r(f, T). Pour estimer le seuil optimal T, on peut calculer SURE(y, T) pour
plusieurs valeurs de T, et choisir la valeur T, qui minimise I'estimation SURE du
risque.

Un exemple de seuillage

La fonction f donnée fig 3.3 doit étre estimée a partir de son observation bruité.

La fonction étant lisse par morceaux, on la décompose sur une base d’ondelettes
(db3), les coefficients d’ondelettes étant significatifs uniquement autour de la dis-
continuité.

Lafigure 3.4 donne le résultat des seuillages dur et doux pourle seuil T = oy/2log N.
Les résultats de I'estimation SURE du seuil sont donnés figure 3.5. Lestimateur du
risque est tracé, ainsi que 'erreur d’estimation réelle (calculée avec la connais-
sance de f est donc inconnue en pratique). On remarque la bonne concordance
entre les deux courbes. La constante noire indique le niveau de bruit. Le seuil es-
timé sans utilisation des données est dénoté par 7.
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3.3. Estimation
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FIGURE 3.3. — Fonction a estimer et son observation bruitée.
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FIGURE 3.4. — Seuillage dur et seuillage doux.
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FIGURE 3.5. — Seuillage doux avec estimation SURE du seuil.
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De |I'analyse a la
syntheése
parcimonieuse

Construire une base orthormée est un moyen "simple" d’obtenir une version
discrete d'une représentation, on a vu par exemple comment construire des bases
d’ondelettes et de cosinus locaux. Les bases orthonormées ont aussi des propriétés
utiles en terme d’approximation, avec application directe a la compression.

Cependant, I'utilisation d'une base n’est pas toujours I'idéal. Construisons un
signal discret particulier, échantillonné & 1Hz, comme la somme d’un dirac et d'un
cosinus de fréquence f.

x[t]=61[t] +cos[2n ft] .

Dans la base canonique des échantillons temporels {[t — n]},,cz de ¢, (Z), on a
évidemment besoin d'une infinité d’échantillons. Sil’on choisit la base des cosinus
discrets, on a aussi besoin d'une infinité d’éléments.

Construisons maintenat le dictionnaire d’atomes élémentaires par 'union des
deux bases précédentes. 1l suffit alors de seulement deux éléments pour recons-
truire parfaitement le signal!

Cette redondance de I'information peut étre utile afin de sélectionner au mieux
les atomes, et aider a leur interprétation. On définit ici la notion de repéres re-
dondant (ou "frame"), puis on reviendra plus spécifiquement sur les repéres de
Gabor. Enfin, un étudiera en détail la notion de syntheése dans un dicionnaire et le
role primordial de la parcimonie.

Utilisation de la redondance

La construction d'un dictionnaire redondant, est donnée par la notion de frame,
qui permet une discrétisation stable aussi bien lors de I'analyse que de la synthése
d’'un signal.

(Frame)
Une famille {¢,, ¢, € #} est un frame de # s'il existe deux constantes A, B >0
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4. DeTl'analyse a la synthése parcimonieuse

telles que pour tout f € A2
AlfIZ <Y Kf.on)* <BIfI?
n

Si A = B on dit que la frame est ajustée.

De plus, une frame est une base orthonormée ssi A= B =1et |[@,] =1.
On peut définir deux opérateurs de frame.

o Lopérateur de synthese ® tel que

da=) aipr
3

* Lopérateur d’ analyse

" f={{f,pn)}

En dimension finie, ® est une matrice de taille M, N, ou M est la dimension du
signal, et N le nombre d’atomes qui composent la frame {¢ n}lry;ol, avec ¢, € CM

Lorsque la frame est redondante (ie, n'est pas une base), Il existe une infinité
d’inverse a gauche. L'inverse canonique est donnée par la pseudo inverse. On ap-
pelle la nouvelle frame obtenue frame duale

(frame duale)
Soit @, = (@D*) " ¢,,. Alors

%nfu2 IR %ufn2

et

f= Z(f» On)Pn Z(f» Pn)Pn

Démonstration. {{f,@n)} =®*f

Z<f’(pn>(,bn = {((D‘D*)_lq)}q)*f
= (e07) 00" f
=f
O

Lorsque la frame est ajustée (i.e. A = B), alors ®®* = A Id. Lorsque A = 1, on
dit que la frame est de Parseval (on a conservation de 1'énergie dans le domaine
transformé). Attention : si la frame est de Parseval et que ce n'est pas une base
orthonormée, alors nécessairement |, || # 1.

Les bornes de frames A et B sont les plus petites et plus grande valeurs propres
de ®®*. On obtient % et % pour (@0*)7 L.
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4.2. Retour sur Gabor

Pratiquement, une frame est donc un systéme de représentation a priori redon-
dant, qui permet de reconstruire un signal a partir de ses produits scalaires avec
les vecteurs composant la frame. Il faut noter que le calcul de la fenétre duale n’est
pas toujours aisé. Il existe cependant des algorithmes itératifs tels que 1’algorithme
de Richardson ou le gradient conjugué pour reconstruire le signal.

Retour sur Gabor

On a vu qu’il n’existe pas de base orthonormée d’atomes de Gabor. Bien qu’on
ai construit une base de L? (R) avec la MDCT, on va voir comment construire une
frame de Gabor en dimension finie (la construction est bien entendue générali-
sable en dimension infinie).

Ftant donné un signal observé sur un intervalle temporel, sa transformée de
Fourier usuelle estime les fréquences le composant mais en perdant 'information
temporelle. Afin d’analyser I'évolution du spectre avec le temps, Gabor a introduit
les atomes de Fourier a fenétre et la stft avec des fenétres gaussiennes. On s'inté-
resse ici a sa discrétisation, qu’on appelle transformée de Gabor.

La transformée de Fourier a fenétre reposant essentiellement sur la transformée
de Fourier, un moyen simple de la discrétiser est d'utiliser le cadre des signaux
discret périodique. Ainsi, si I'on considere x = {x[0],..., x[T — 1]} un signal discret
de période T, et une fenétre g = {g[0],...,g[L—1]}, L < T, périodique de période T,
la transformée de Fourier a court terme s’écrit

T _ i2nkn
XIm,kl =) x[nlgln—mle T
n=0
et peut étre inversée directement
T T i2nkn
sin] = | Z Z [m,klgln—mle T
m: k=0

Cependant une telle discrétisation est extrémement redondante : on obtient T2
coefficients pour un signal de taille T. Méme si la redondance peut-étre utile, on
aimerait pouvoir jouer sur le recouvrement temporel de deux fenétres adjacente,
ainsi que surlarésolution de la transformée de Fourier qu’on aimerait par exemple
de longueur L ou 2L plutot que T.

On note fy € N et kp € N les taux d’échantillonnage en fréquence et en temps
du plan temps-fréquence considérée pour la transformée de Gabor. Soit La famille
des translations et des modulations de la fenétre mere génere une famille d’atomes
de Gabor ((p m f) mf qui formentle dictionnaire ® € CT*K_ Soit K le nombre d’atomes.

Les atomes de Gabor s’écrivent :

i2nfofn T T
tpmf[n]:g[n—mk()]e T, mef{0,...,— -1}, fe{0,..., ——1} .
ko fo
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4. DeTl'analyse a la synthése parcimonieuse

Si le produit fyko est "assez petit", plus précisément si foko < T, i.e. si le plan

temps-fréquence est suffisament échantillonné, alors la famille (¢, f)m estun

frame de R

La transformée de Gabor est nécessairement redondante d’apres le théoreme
de Balian-Low. Comme pour toutes les frames qui ne sont pas des bases, il existe
donc une infinité de possibilité pour reconstruire x a partir d'une famille d’atome
de Gabor donnée (qui soit bien un frame).

La reconstruction canonique de x a partir de ses coefficients de Gabor, don-
née par le frame inverse canonique, donne une famille d’atome construite a partir
d’une fenétre duale notée g.

X= Z <X’(pmf>(~pmf = Z (X,(i)mf)(pmf =0*xd = O xP ,
m, f m,f

ol1 ® est le dictionnaire de Gabor construit 4 partir des fenétres duales.

Le frame de Gabor peut-étre construit de maniére a étre ajusté. Dans ce cas, on
a simplement g = g. Plus particulierement, on a ®®* = ||®0* ||Id L

En pratique, les coefficients de Gabor peuvent étre calculés en utilisant la FFT.
Lopération de synthése (et donc la transformée inverse avec la fenétre duale ap-
propriée) est effectuée a partir de la FFT inverse et des techniques d’ajout-supperposition
appropriées. Ces opérations d’analyse/synthese sont efficacement implémentés
dans la toolbox MatLab LTFAT 2.

Approximation parcimonieuse

Plutdt que de se poser la question
¢ "Quelle est la meilleure analyse pour un signal d'intérét?"
on se pose icila question
+ "Comment peut on synthétiser au mieux un signal?"

Le "au mieux" voulant dire avec le moins d’effort possible (en terme de cofit de cal-
culs) et de maniere satisfaisante au vu du résultat attendu (en terme de débruitage
par exemple, ou plus généralement de probléme inverse). Avec une base orthonor-
mée, les notions d’analyse et de synthése sont strictement équivalentes. Dés lors
qu’on travaille avec un dictionnaire redondant (ou un frame) la situation devient
beaucoup plus riche et subtile : étant donné un dictionnaire sur-complet (N > M)
{(pn}lnvzl, on décompose x € CT comme une superposition d’atomes :

N
xX=) anpn
n=1

Comme N > T, il existe une infinité de solution.

1. Il faut noter qu'on ne peut rien dire sur ®*® en général.
2. http ://Itfat.sourceforge.net/
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4.3. Approximation parcimonieuse

La premiere solution "évidente", est la solution donnée par la frame duale : a,, =
(f,@n) c’est en fait la solution d’énergie minimale, c’est a dire qui est solution du
probléeme d’optimisation suivant

a=argminfal, st x=) api
a

Cette solution a I’avantage d’étre simple et peut cofiteuse, mais n’est cependante
pas la plus satisfaisante : les N atomes du dictionnaires sont nécessaires pour la
re-syntheése de x. Or, 'avantage de 'approche synthése est de fournir un cadre
générique pour introduire des a priori, ou des contraintes, dans la représentation
cherchée. On précise alors la question en

o Comment synthétiser au mieux un signal en privilégiant un certaint com-
portement de ses coefficients de synhtese?

Ici, on va essentiellement chercher un comportement parcimonieux. En effet, la
parcimonie a I’avantage de la simplicité : simplicité d'interprétation, mais aussi de
stockage de I'information. Sil’on a un budget de K atomes, comment sélectionner
ces K atomes tels que I'erreur de reconstruction | XX_ ar@y — x| soit minimale?
Autrement dit, toujours en partant d'une famille complete d’atomes {¢,}, si'on
se fixe un budget de K atomes, comment sélectionner ces K atomes pour appro-
cher au mieux le signal donné? Ce type d’approximation trouve son application,
par exemple, dans la compression des signaux avec perte. Il faut que le maximum
d’informations soit dans les premiers coefficients afin d’en stocker le moins pos-
sible, et plus généralement dans les applications de problemes inverses.
Idéalement, on souhaiterait donc résoudre le probleme

mojnllallo 4.1
st. ly—Qallse

c’est a dire minimiser le nombre de coefficient tout en controlant I'erreur de re-
construction. Ou

min||y - Pall3 4.2)
s.t. Jallo=K

c’estadire minimiser I'erreur de reconstruction en se fixant un budget de K atomes.

Dans le cas d'une BON, le probléme se résout facilement : il suffit de garder les
K plus grand coefficients. On va voir deux approches pour résoudre ce probleme
dans un frame : une approche gloutonne et une approche variationnelle.

Approche Greedy (Matching Pursuit)

Le matching pursuit est un algorithme glouton visant a résoudre le probleme
(4.1) (ou (4.2)). A chaque étape, 'algorithme 1 va chercher I'atome le plus corrélé
au signal résiduel, pour 'ajouter au signal estimé.
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4. DeTl'analyse a la synthése parcimonieuse

Algorithm 1 - Matching Pursuit

Initialisation : r©@ = x, x©@ = 0.
repeat
Recherche de I’élément optimal : a I'étape k, r® est connu et on cherche

Ak = argmax|{r,¢x)|
A

Mise a jour de 'approximation au rang k

2D = 0 4 (B

et durésidu

r® D = D = 0 B ) Y,

until critere d’arrét

A chaque itération K on a donc

K-1
k K
x=Y O o100, +1%,
k=0
et
I D12 = e (G 12 = 1r B 012,
De plus,

lim ¥ =0
k—oo

Cet algorithme converge en temps infini : un atome peut étre sélectionné autant
de fois que nécessaire. Afin d’empécher un atome d’étre sélectioné plusieurs fois,
il existe une version orthogonale du matching pursuit qu'on donne dans I'algo-
rithme 2. L'idée est de remplacer I'étape de mise a jour du signal par une projec-
tion orthogonal sur I'espace engendré par les atomes sélectionnés. L'algorithme
converge alors en au plus N itérations, ol N est la taille du dicitonnaire. Cette ver-
sion a I'inconvénient d’étre bien plus couteuse en temps de calcul en raison de la
matrice de Gram a inverser a chaque itération.

Approche variationnelle

Une approche consiste a constuire une fonctionnelle "proche" du probleme ori-
ginal (4.1), tout en étant facilement optimisable. On cherche ici une relaxation
convexe du probleme, la convexité assurant I'existant d'un minimum unique ainsi
que l'existance d’algorithmes efficaces. La meilleure relaxation convexe de la pseudo
norme ¢, est la norme ¢;. On trouve alors le probleme du Basis Pursuit (BP) de
Chen et Donoho
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4.3. Approximation parcimonieuse

Algorithm 2 — Matching Pursuit Orthogonal

Initialisation : r©@ = x, x©@ = 0.
repeat
Recherche de I'élément optimal : a I'étape k, r®) est connu et on cherche

Ak = argmax|{r, )]
A

Mise a jour de 'approximation au rang k

K
k+1
XV =pex =Y arpx
k=1

avec ay = (BL0x) " Ok x
et du résidu
P (et

until critere d’arrét

min|al; 4.3)
a

s.t. y=0a

Lorsqu’on ne souhaite pas une reconsustruction exacte, lors d'un probleme de dé-
bruitage par exemple, on pose alors le Basis Pursuit Denoising (BPDN)

!
min ||y - @all; + Allal: . (4.4)

Ce probleme peut étre formulé de maniere équivalente comme

mainllalll (4.5)

st. lly= <1>cr||2 <e¢
ou

minl|ly = ®al| (4.6)
a
st. Jlalh =7
C’est sous cette derniere version que Tibshirani a introduit le probleme du "LASSO".

On appelle aujourd’hui indiférement probleme du LASSO ou Basis Pursuit Denoi-
sing les trois versions du probléeme. Si la version (4.5) semble le plus naturel, le
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4. DeTl'analyse a la synthése parcimonieuse

parametre ¢ étant proportionel a la variance du bruit, c’est la version (4.4) qui est
la plus facile & optimiser numériquement.

Ce probléeme du LASSO (4.4) peut-étre optimiser avec les algorithme de type
"seuillage itératif" ISTA - Iterative Shrinkage/Thresholding Algorithm et FISTA, pour
Fast Iterative Shrinkage/Thresholding Algorithm, donnés respectivement dans les
algorithmes 3 et 4

Algorithm 3 - ISTA

Initialisation : a© e CN, L = || @)
repeat
k+1/2) _ k 1 k
ak*1D = g0 4 L@* (y - da®)

+

until convergence

Algorithm 4 — FISTA

Initialisation : © e CV, Y@ e C L= |®|?
repeat
a k12 2y 4 L= (3 — @y h)

4
(k+1) _ , (k+1/2) AL
a '=a (1 - |a(k+1/2)|)

PO = ks 4 gk D g 0)

until convergence

On développe en annexe B les notions d’optimisation convexe non lisse permet-
tant de résoudre le probléme avec ces algorithmes. Ces algorithmes permettent de
résoudre de fagon général les problémes du type

£ (y,®,a)+AP(a)
ol

o Z(y,®, a), appelé "attache aux données", permet de relier le signal y aux
coefficients de synthese a dans le dictionnaire ®. On choisit en général une
attache aux données de type 4> : |y — Pa |2, mais il existe d’autres type d’at-
taches aux données.

e P(a)estle terme de régularisation permettant d’'introduire un certain a priori
sur les coefficients de synthese a. La norme ¢; permet de modéliser un a
priori de parcimonie.

On pourra se reporter aux slides *-Lasso Therapy : a sparse synthesis approach
pour une ouverture sur les approches parcimonieuses structurées.
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Rappels
mathématiques

Les objets mathématiques utilisés pour modéliser les signaux sont des vecteurs
(au sens large). C’est-a-dire des éléments d’espace vectoriel, et on utilise en géné-
ral des fonctions pour les signaux a temps continu, et des suites (c’est a dire des
fonctions de Z a valeur dans C) pour les signaux discrets.

Afin de pouvoir manipuler les signaux, on a besoin de définir des notions de
distance et/ou de ressemblance entre eux. Ces notions sont données en mathé-
matiques par les normes et les produits scalaires.

Normes et convergences

Soit E un espace vectoriel complexe. Une norme sur E est donnée par la défini-
tion suivante.

(Norme)
Soit E un espace vectoriel complexe. Une norme ||.| est une fonction a valeur
dans R, telle que

e VXEE, |x||=0

e Vx€eE, |x||=0x=0

e VAEC, IAxl = Mlxll

e Vx,y€E, [x+yl<lxll+Iyl

Les normes les plus utilisées sont les suivantes :
e Norme 1
— Soit f:R—C, | fl1 = [zl f(D]dt

+00
— Soit u une suite réelle ou complexe, |[ull; = Y |ugl
n

¢ Norme 2 (énergie)

— Soit f:R—C, || fllz =1/ [g|f(D)I?dt
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A. Rappels mathématiques

+00
— Soit u une suite réelle ou complexe, || ull, = Y upl?
n=-oo

¢ Norme infinie
— Soit f:R—C, || flleo = sup| f(1)]
t

— Soit u une suite réelle ou complexe, || il = sup |u,|
n

¢ De facon plus générale, les normes p :

— Soit f:R—C, Ifll, = (ol f(OIPdr)"?

1/p
+o0
— Soit u une suite réelle ou complexe, ||ull, = ( Y Iunl’”)

o0

On peut alors définir des espaces vectoriels normés couramment utilisés :

(Espace LP(E))
L'ensemble des fonctions f de E avec une norme p finie est notée L” (E)

En particulier, on s'intéressera a I’espace des fonctions réelles d’énergie finie L? (R).
On définit de manieére équivalente les espaces des suites £7(2).

Une norme, en plus de fournir une notion de distance, permet aussi de définir
la notion de convergence et donc de continuité. Ces deux notions sont essentielles
par la suite.

(Convergence en norme)
Soit E un espace vectoriel complexe muni d'une norme ||.|. On dira qu’une suite
{fn}nen de E converge vers f € E ssi

lim [ fu—fl=0.
On notera

lim f,=f

n—+oo

On voit que suivant la norme choisie, la notion de convergence differe. Ici encore,
on considere les trois convergences classiques qui sont :

* La convergence uniforme, avec la norme infinie.
o La convergence absolue, avec la norme 1.
« La convergence en énergie, avec la norme 2.

Un espace E muni d'une norme sera dit complet, ou espace de Banach, si toute
suite de cauchy est une suite convergente.

Produits scalaires et espaces de Hilbert
“Physiquement”, un produit scalaire mesure la “corrélation” entre deux signaux.

C’est une notion essentielle en traitement du signal. On rappelle la définition d'un
produit scalaire sur un espace complexe.
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A.2. Produits scalaires et espaces de Hilbert

(Produit scalaire)

Soit E un espace vectoriel complexe. Un produit scalaire sur E est une forme
sesquilinéaire a gauche, a symétrie hermitienne, définie positive. C’est-a-dire,
{.,.: Ex E — C est un produit scalaire ssi

« sesquilinéaire a gauche
— VX, 3,z€ E{x+2,¥)=(x, ) + {2, )
— VX, 1,2€ E,{x,y+2) = (X, y) + (X, 2)
— YAeCVx,yeE,{(Ax,y) = A{x, )
— VYA€CVx,y€E, (x,Ay) = AM{x,7)

¢ asymétrie hermitienne
Vx,yE Er<xvy> = ()’;x>

o définie
VxeE (x,x)=0=>x=0

e positive
VxeE,{(x,x)eR,

On peut alors définir I'orthogonalité entre deux signaux. Des signaux orthogo-
naux seront “aveugles” 'un par rapport a I'autre. C’est une notion importante, car
si deux signaux sont orthogonaux, I'information portée par chacun est parfaite-
ment complémentaire.

Soit E un espace vectoriel complexe munie d'un produit scalaire (.,.). Deux élé-
ments x, y € E sont dits orthogonaux ssi

(x,y)=0.

En traitement du signal, on utilisera principalement les deux produits scalaires
suivant :

o Soit f, g deux fonctions de L?(R). On peut définir le produit scalaire
.= [ rogma

e Soit u, v deux suites de £2(Z). On peut définir le produit scalaire

+00
(u, vy = Z UnVn

n=-—o00

Avec ces deux exemples, on voit que les normes 2 définies a la section précé-
dente correspondent a la racine du produit scalaire. On peut montrer qu’on peut
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toujours définir une norme comme la racine d'un produit scalaire d'un vecteur
avec lui méme (et cette norme sera appelée norme 2).

On peut maintenant définir les espaces de Hilbert qui sont des espaces de Ba-
nach munis d'un produit scalaire. On modélisera souvent par la suite les signaux
comme des éléments d’espaces de Hilbert.

Bases orthonormées

Afin de représenter les signaux, ont aura besoins de “briques” de bases. On in-
troduit pour cela la notion de bases orthonormées.

(Base orthogonale)
Une famille {e,;} ,en dans un espace de Hilbert # est orthogonale si pour tout
n#k

(ek» en) =0.

Si de plus la famille est génératrice, i.e. pour tout f € A, il existe une suite 1,
de C telle que

+00
f= Z Anen
n=0

alors {e;} nen €st une base orthogonale de F.

Comme conséquence directe, si {e,} est une base orthogonale de .7, on a pour
tout f € A
X (f,en)

n=o llenl

f= en .

Une base orthormée est une base orthogonale telle que tous les éléments aient
une norme égalea l,i.e. |e, || = 1 pour tout n. Les bases orthonormées ont des pro-
priétées de “conservations de distance” trés utiles, résumées dans les deux théo-
remes suivants.

(Relation de Parseval)
Soit # un espace de Hilbert et {e;} une base orthonormée de #. Alors pour
tout f,ge A, ona:

+00
(f,8)=>_(fren)(g en).
n=0

Le second théoréme est obtenue en appliquant la relation de Parseval avec f =
g

(Formule de Plancherel-Parseval)
Soit A/ un espace de Hilbert et {e,} une base orthonormée de 7. Alors pour

60
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tout f € /7, on a conservation de I'énergie :

+00
IF12= Y IKf, en)l* .
n=0
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m Notions
d’optimisation
convexe

classe de probleme
FO+¥x)

avec
 f L-Lipshitz différentiable et convexe,

¢ ¥ convexe.

Définition B.1
f est L-Lipshitz différentiable ssi il existe L tel que

IVF(x)=Vf(y)ll<Lix-yl

Lemme B.1
si f est L-Lipshitz différentiable alors

@ F() = VF () x=pI< Sl yI?
side plus f est convexe, alors
0@~ (1) =V (1) x=p < 5l yP
f étant L-Lipschitz différentiable, on a:
F+Y@ < f(y)+Vf(y),x—»+ Iéllx—yl|2+‘P(x)
Soit

L
x*D = argmin f (x) +(Vf (), x - xP) + 3 lx=xP)? + ¥ (x)

(B.1)

(B.2)




B. Notions d’optimisation convexe

on a alors
L
(t+1) (t+1) ® O\ L+ _ (0 +D) _ (02
X +V¥(x < f(x")+(Vfilx"),x - x"Y+—x -X
FEED) (D) = f (7)< (1) Y45l I
+¥ (x"*Y) , (B.1) en x = x"*V y=x1)
L
sf(x(”)+ (Vf(xm),x—xm>+ Ellx—x“) I2+ ¥ (x) ,Vx (par définition du minimiseur)
< f(x®)+ ¥ (x'?) (en choisissant x = x")

et on assure alors la décroissance. On peut réécrire (B.2) comme
(t+1) 1 ® () 2 1
X :argmlnEHx—x +Vf () /L] +Z‘P(x)

qu’'on appelle opérateur de proximité dont la définition est

soit ¥ : R"” — R une fonction convexe. on appelle opérateur de proximité de ¥,
noté proxy, la fonction

proxy : R" —R"

1
y— proxy (y) = argmini ly—xl? +¥ (x)
X

On peut alors écrire 'algoithme de descente proximale

1
(1) _ w_1 ®
X ProXyy | x LVf(x )

Quelques opérateurs de proximité
(Norme /5)
Soit
WY (x) = Allxl2

alors
1

proxy, (v) = TR

Démonstration. on dérive %Z lye — xkl? + AY xi par rapport a xi, et on annule la
dérivée :
Xk — Yk +Ax =0

d’ou le résultat. O
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(Norme /1)
Soit
W (x) =Allxl1

alors
proxy, (v) =segn(y) (Iy1-2)"

ol (x)* = max(x,0).
Démonstration. pas dérivable en 0. si x > 0, alors
Xp— Ve +Ax,=0
et de méme pour x; <0, d’olt
X = Yi —Asgn (xyx).

si yx > 0 et xx <0, alors xx = yx + A > 0 ce qui est exclu. avec un raisonnement
similaire pour y; <0 et xi > 0, on trouve :

+

xi = sgn (yi) (1yel = 1)
O

Lopérateur de proximité peut étre vu comme la solution obtenue dans le cas
particulier o1 @ est une base orthonormée. On donne ci-apres quelques propriétés
de I'opérateur de proximité. Pour cela, on rappelle avant les définitions du sous-
gradient et du sous-différentiel.

(sous-gradient)
Soit f : E — R une fonction convexe. s € E est un sous gradient de f ssi

VyeEf(y)=f(x)+(s,y—x)

(sous-différentiel)
0 (x) = {s, s sous gradient de f}

I (Caractérisation implicite du sous-différentiel)
p = proxy (x) © x— p € 0y (p)

(Firmly non expensif)
I'opérateur de proximité est firmly non expensif (et donc non expensif) ie

lIprox (x) — prox (y) II* < (prox (x) — prox(y), x — y)
<|lx—ylI? - Il (I - prox) x — (I - prox) y|I?
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(Minimiseur et point fixe)
. 1
x=argminf(x)+¥Y (x) © x= ProXiy (x— sz(x))

Démonstration.

x solution ©0¢€ 6f+q; (x) = 6f (x) + 0y (x)
<00y (x) +{Vf (x)}
o -Vf(x)edy (x)

1 1
@(x—ZVf(x))—xe Zaq;(x)

1
©X =Pproxiy (x— ZVf(x))

(Vitesse de convergence de la descente proximale)
Lalgorithme de descente proximale converge en ¢ (1/¢), ou t est le nombre
d’itérations.

Démonstration. SoitF (x) = f (xX)+¥ (x) et £ (x;¥) = f (y) +(Vf (¥), x— )+ ¥ (x) .
f étant convexe et L-Lipschitz différentiable, on a I'inégalité (Lemme B.1)

F(x)—gnx—ynzsép (xy)<Fx) (B.3)
Comme ¥ est convexe, on a aussi la “Three point property” suivante :
Y()+lx—zl? =¥ () +lz" - zl* + lx— 2"11%, Vx
ol z* = proxy (2)
d’ou
F(x(”l)) </lr (x‘””;xm) + gllx(”l) — xD)2 (d’apres (B.3))

L L
<lp(x,x")+ 2 lx—xP)% - > [l x— x"*Y |12 (d’apres la three point property)

L L
<F+lx- x D)2 - S llx= 22 vx (d’apres (B.3))

Soit e; = F (x'V) = F (x*) et Ay = £ x* = x!”||%. On a donc
eri1 <Ar—Agy1

En sommant
t

¢
Z €r+1 = Z A —Ak+1
k=0 k=0
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Or e;41 < ey, donc
(t+Derr1=A— A1 = Ay

ie, le résultat voulu. O

(Extension au cas d’'une loss non convexe)
Si f est L-Lipshitz différentiable, mais non convexe, on a toujours

L
F (x(”l)) </lr (x(”l); x(”) + > [ xHD — x(0)12 (d’apres I'inégalité de gauche de (B.3))
L L
<lp(x,xP)+ 2 x—x®)2 - > [ x— x**1)? (d’apres la three point property)
mais on perd la derniére inégalité (car on perd I'inégalité de droite de (B.3)).
Cette décroissance stricte de la fonction cofit F permet toujours de conclure

sur la convergence de I'algorithme vers un point critique de la fonction F, mais
on perd toute notion de vitesse de convergence.

Cette convergence est trop lente en pratique. Version accélérée FISTA :
x® =proxy |20 - lVf (z(”)
¥ L

t
LD oty (x(t+l) —x(”)
t+5
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