Lecon 01- Correction des exercices

Exercice 1

E x F est représenté par un rectangle, chaque coté représentant I'un des deux ensembles.
Parmi les relations représentées ci-dessous lesquelles sont des fonctions de E dans F ?
Lesquelles sont des fonctions de F dans E ? Indiquer leur domaine de définition. Parmi ces
fonctions, lesquelles sont injectives ? Lesquelles sont surjectives ?
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Solution

I, 1L, IV sont des fonctions de E dans F (un élément de E a au plus un correspondant dans F)
III, V et VI ne sont pas des fonctions, (certains éléments de E ont plusieurs correspondants
dans F).

IV, V et VI sont des fonctions de F dans E (un élément de F a au plus un correspondant dans
E)

I, I et III ne sont pas des fonctions de F dans E, (certains éléments de F ont plusieurs
correspondants dans E).

Seules les fonctions de E vers F et de F vers E du dessin IV sont injectives. Les autres
fonctions ne sont pas injectives (certains éléments ont plusieurs correspondants)

La seule fonction surjective est la fonction du dessin IV de F dans E

Exercice 2 : Parmi les relations suivantes, lesquelles définissent des fonctions, des
applications, lesquelles sont injectives? Si la relation est une fonction, définir si possible
I’ensemble d’arrivée pour que la fonction soit une surjection.

R : aun étudiant « e » de ’'université X, on fait correspondre 1I’année « a » dans laquelle il est
inscrit. Ry : e — a.




R, : 4 un étudiant « e » de I’université X, on fait correspondre ses diplomes « d ».
R, : e—d.

Rj3 : 4 un employé « e » de I’entreprise Y, on associe son supérieur hiérarchique direct.
«s» R3:e—s.

R4 : a un employé « e » de I’entreprise Y, on associe le nombre « n » d’enfants de « e ».
R4 : e—n.

Solution

Pour R; : Dans certaine université un étudiant peut s’inscrire dans deux années différentes(en
Deugl d’ Anglais et en Deugl d’Economie par exemple), mais c’est tres rare. Supposons donc
que dans I’université X ce ne soit pas possible. R; est alors une fonction, ¢’est méme une
application puisque si « € » est un étudiant de ’'université X, « e » est inscrit dans une année.
Une année contient plus d’un étudiant ! Cette application n’est pas injective. Si I’ensemble
d’arrivée est I’ensemble des cursus proposés par ’université X, R, est surjective.

Pour R; : Un étudiant « e » peut avoir plusieurs diplomes de I’université X, par exemple un
DEUG et une Maitrise. R, n’est donc pas une fonction. A fortiori ce n’est pas une application.

Pour Rj3 : Chaque employé€ a un seul supérieur hiérarchique, mais le patron n’en a pas.
Rj; est donc une fonction mais pas une application. Elle n’est donc pas injective ou surjective.

Pour Ry : A chaque employé « e », on fait correspondre un et un seul entier « n » égal au
nombre de ses enfants. R4 est donc une fonction et méme une application. Par contre il est tres
probable que R4 ne soit pas injective, puisqu’il y beaucoup de chance qu’au moins deux
employés aient le méme nombre d’enfants. Si I’ensemble d’arrivée est constitué de tous les
entiers correspondant aux nombres d’enfants des employés de I’entreprise, R4 est une
surjection.

Exercice 3 (droite de budget)

Un individu dispose de 1000 F, il peut acheter 2 biens de prix respectif p; et p,. Soit x la
quantité achetée du premier bien et y la quantité achetée du second bien.

1) Quelle relation lie x et y si I'individu consomme tout son budget?

2) y est-il fonction de x? x est-il fonction de y? Si oui de quelles fonctions s'agit-il?

3) Représenter les graphes correspondants (cas particulier, p;=150F, p,=100F):

Solution

1) xp; représente le cofit de I’achat de x unités de bien 1 et yp; le colit d’achat de y unités
de bien 2. On a donc xp; + yp, = 1000

2) xp1+ yp2=1000 & y = -(pi/p2)x + 1000/p,, y est donc fonction de x et le graphe de
cette fonction est une droite.
De méme xp;+yp; = 1000 & x=-(p2/p1)x+1000/p;, x est donc fonction de y et le
graphe de cette fonction est une droite.

3)
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Exercice 4

Soient les fonctions de N dans N définies par les tables suivantes:

x (|1 12 |3 |4 |5 |6 |7 (8 |9 |10 |11 {12 {13 |14 |15 |16 |17 |18
fx 12 |4 (1 (3 |5 |9 (106 |7 |8 |16 [13 |15 |14 |11 |12 {18 |17

gx) |12 |1 (4 |1 (11|10 |17 |0 |3 |6 |1 (5 |9 |11 (2 |4 |1 |2

x (|1 12 |3 |4 |5 |6 |7 (8 |9 |10 |11 {12 {13 |14 |15 |16 |17 |18
hx) {10 {10 (10 |10 |10 |10 |10 |10 (10 (10 |10 |10 |10 |10 |10 |10 |10 |10

a) Indiquer leur domaine de définition.

b) Parmi ces fonctions lesquelles sont injectives?

c¢) Pour chacune de ces fonctions indiquer comment doit étre défini le domaine d'arrivée pour
que la fonction soit surjective.

d) Lesquelles de ces fonctions admettent une fonction réciproque? la définir.

e) Définir fog, gof, foh, hof, hofog et préciser pour chaque fonction son domaine de définition.

Solution
a)f, gethsont définissur E={1;2;....;17; 18}.

b) f est injective car il n'existe pas deux éléments distincts de E ayant la méme image
g n'est pas injective car f(4)=f(11)
h n'est pas injective car f(1)=f(2).

¢) f(E)=E
gE)={0;1;2:;3;4;5;6;9;10;11;17}
h(E)={10}.



d) f admet une inverse (lire le tableau a l'envers). Les autres ne sont pas injectives.

X 1 11 [12 [13 |14 |15 |16 |17 |18

W
N
(V)]
(@)
~
o0
Ne)
p—
()

700 [3 [1 [4 [2 |5 [8 |9 [10]6 |7 [15]16 |12 14 [13 [11 [18 |17

e)fog

X 1 3 5 7 |8 9 |10 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18
g(x) 1 |4 |1 |11 (10 |17 |O 3 |6 |1 |5 11 {2 (4 |1
fex) |14 |2 |3 |2 (16 |8 |18 |non |4 [8 (3 |5 (6 |15(1 |2 |3 |1

def

gof

X 1 (2 (3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18
f(x) 4 |1 (3 [5 |9 [(10|6 (7 (8 |16 |13 |15 |14 |11 |12 |18 |17

gfx) 11 |1 |2 [4 |11 |3 |6 |10 |17 |0 {4 |9 (2 |11 |1 |5 |2 |l

foh : Vx, f(h(x)) =f(10) =8
VX, hof(x) = 10
hofog non définie pour x = 8 égal a 10 ailleurs

Exercice 5

Voici 4 fonctions de R dans R.

a) Indiquer leur domaine de définition.

b) Quelles sont celles qui sont injectives? celles qui sont surjectives? celles qui sont
bijectives?

¢) Comment peut-on les rendre bijectives?

fx) =x2-4

_ 1
g(X)_X+1

h(x) = \/x2+3

Solution

Pour f :

a) f est définie quelque soit X, on a donc D(f) = R

b) On remarque que f(1) = f(-1), f n'est donc pas injective car deux élément distincts (1 et —1)
ont la méme image .

f n'est pas surjective car les nombres inférieurs 4 -4 ne sont pas atteints(pour tout xe R, x> > 0
etx’—4>-4),

f n’étant ni injective, ni surjective f n'est pas bijective.

¢) Pour que la fonction soit bijective il faut que I’équation f(x) = y ait une et une seule
solution quelque soit y.

x? -4 =y & x =1y + 4.1l fautdonc y + 4 > 0 et que X ne prenne qu’une seule valeur, la
positive par exemple.



La restriction de f 4 I’ensemble de départ [-4 ; +oo[ et 2 ’ensemble d’arrivée R™ est alors une
bijection.

Pour g :
a) g(x) est défini pour tout x#-1donc D(g) = R\{-1}.
b) Etudions les solutions de I’équation y = " }l- I ou pour y donné, on cherche x.
y = L o x= I_—Y Pour tout y # 0, on trouve un et un seul x.
x +1 y

g est donc injective (un y n’a qu’un seul antécédent), mais elle n’est pas surjective (0 n’est pas
atteint).

g n'est pas bijective car elle n’est pas surjective.

c¢) La restriction de g a I’ensemble de départ Dg = R\{-1}. et a ’ensemble d’arrivée =~ R\{0}.
Est bien une bijection.

Pour h : (éléments de réponse)
a)D(h)=R
b)h n’est ni injective ni surjective ni bijective
c)La restriction de h a I’ensemble de départ R" et 2 I’ensemble d’arrivée [\/§ ; +oo[ est
une bijection.

Exercice 6

Q désigne une quantité produite, K le capital mobilisé et L le travail utilisé.
La fonction de production est définie par Q = f(K,L) = K'/2[}/4

1) On considere Q comme fonction de la seule variable K, (L étant considéré comme un
parametre fixé).

Quelle est sa fonction réciproque. (Comment le capital varie-t-il en fonction de la
production ?)

2) On considere Q comme fonction de la seule variable L, (K étant considéré comme un
parametre fixé).

Quelle est sa fonction réciproque.(Comment le travail varie-t-il en fonction de la
production ?)

Solution

Eléments de réponse
HDQ=K"L"= g(K), L est alors un parametre. On a K" =Q/L" et K= QL% Donc K =

2) Q =h(L) avec K parametre. On a donc L = h'(Q) = QK™

Exercice 7 : Déterminer les ensembles de définition des fonctions suivantes.
%
X +2 5 2x -1
1)X—>—2X2_3X+1 2)x —>4/2x"-3x + 1 3)x > %+ 1

2x - 1 2%~ 3x + 1
% Sk, 6) x — (2x — )™

= 5)x > 1In 7 x

4)x — me Z




7) x — x*.

Solution

1) Une fonction rationnelle (quotient de deux polyndmes) est définie si et seulement si son

. X +2 . .
dénominateur est non nul. Donc f: x — %2 3x +1 St définie pour les réels x tels que 2x” -

1
3x+1¢0.Or2x2—3x+1=(x—1)(2x—1),etD(f)=R\{§ ; 1},

2) Un radical est défini si et seulement si I’expression qui se trouve sous le radical est définie
et positive ou nulle. Etsi f : x — \/2)(2 -3x + 1, f est définie pour les réels x tels que 2x” - 3x

+120.0r2x2—3x+1:(x—1)(2x—1),doncD(f):]—oo;%]u[l;+<>o[.

) X - e e . 2X - e .
3HSif:x—> 11 f est définie si et seulement si 1l est définie et positive.

2x -1

Or x+1

a le méme signe que (2x — 1)(x + 1) et est définie pour x#-1.

D’ou D(f) = J-o0 ; -1[ U [% ; +ool.

2x - 1
4)Sif:x%£

\/m , f est définie si et seulementsi2x —1>0etx+1>0.

1
D’ou D(f) = [5 ; +oo[.
. 2x*-3x + 1 .
5) x — In x est définie sur ]O ; +oo[, donc si f: X — In T o x> f est définie pour les réels
2x*-3x + 1 e : .
X tels que T est définie et strictement positive.
2x*-3x + 1
Soit x #2 et T o5 0. Pour éviter de se tromper, on peut faire un tableau :
X | =00 -1/2 1 D 400
2x"—3x + 1 + - + +
2-Xx + + + -
2x°-3x + 1
— + - + -
2-X

D’ou D(f) = ]-e0 ;% [UIT; 2].

1
6) Si m =0, pour x #5 2x — )™ =1, et 2x — 1)™ n’est pas défini si x = 0.
Doncsif:x — 2x-1)™, D(f) = R".

Sim > 0, f est définie sur R.

1
Sim<0,-m>0 et f(x) = 2x- 1" et f est définie sur R\ {% }.




7) Par définition x* = exp(xInx). x — expx est définie sur R et x — Inx est définie sur ]0 ;

+oo[. Donc si f: x = x*, D(f) = 10 ; +oo[.

Exercice 8 : Soit f la fonction de R dans R définie par f(x) = 2Ix — 1| + I2x + 1| - IxI.

2 4
1) Calculer f(0), f(- 3 ) et f(g ). f est-elle injective ?

2) Exprimer f(x) sans les valeurs absolues suivant les valeurs de x (on rappelle que
IAX)lI = A(x) si A(x) =0 et IAX)l = -A(x) si A(x) <0). On pourra établir les résultats a I’aide

d’un tableau.
3) Faire une représentation graphique de f.

4) Déterminer Im(f). Trouver le ou les antécédents de 5. f est-elle surjective ?
5) Déterminer A et B tels que f soit une bijection de A dans B. Déterminer alors .

Solution

1) f(0) =2I-11 + 111 - 101=3
2

2 5 1
f(—g):ZI—g I+I—§ I—I—§I:3

4 1 11 4
f(§)=2I§ I+I?I—I§ [=3.

2 4
0, - 3 ety ont méme image par f, f n’est donc pas injective.

2)lx—1l=x—-1Isix=>letlx-1l=-x+1six<1
I2x+1|=2x+15ix2—% etl2x+l|=—2x—lsixS—l

2
IxI=xsix=>0etlxl=xsix <0, d ou le tableau :

X | =00 -172 (]
[x — 11 x+1 x+1 X+ 1 x-1
2x + 1l 2x -1 2x + 1 2x + 1 2x + 1
x| -X -X X X
21x — 11+ 2x + 11 - Ix] 3x + 1 X+ 3 -X+3 3x -1
1
Sur ]—w;—a],f(x)=—3x+l,

1
Sur [—5 ;0] f(x)=x+3;

Sur[0; 1], f{x)=-x+3,
Sur [1 ; +oo[, f(x) =3x — 1.

3)
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4) En utilisant la représentation graphique de f, on constate que Im(f) = [2 ; +oo[ (rougr sur le
. L, 1

dessin) . D’autre part on remarque que 5 a deux antécédents X ;€ |-oo ; - 5] et Xoe[1 ; +oof.

Donc x; vérifie =3x; + 1 =5, et x; = -2. De méme X, vérifie 3x, — 1 =5, soit X, = 2.

Les deux antécédents de 5 sont donc -2 et 2.

Toujours en utilisant la représentation graphique de f, on remarque que tout réel y de
]-o0 ; 2[ n’a pas d’antécédent (parallele a (Ox) en bleu sur le dessin). f n’est donc pas
surjective sur R.

] dans

DO | —

5) En observant C(f), on peut affirmer que f est une bijection de A = ]-co ; -
5
B= [E ; +oo[ par exemple.
5
Si on choisit A = J-oo ; —%] etB = [5 ; +oo, f(x) =-3x +1.O0rsiy=-3x + 1,
1 1 . 1 1 1 1
x=—§y+§,d’0uf1(y)=—§y+§ oufl(x)=—§x+§.

1 1
Si on choisit A =[1; +oo[ et B =[2 ; +oo, f(X) = 3x — l,fl(x)=§x+§.
Si on choisit A =[0; 1] etB=[2;3],f(x)=—x+3etf1(x)=—x+3 ...etc

Exercice 9 : Soit E(x) la partie entiere de x, c’est a dire 1’entier immédiatement inférieur ou
égal a x.

Ona:EX)eN et EX)<x<E®X)+1.

1) Faire la représentation graphique des fonctions f et g définies par

f(x) =x — E(x) et g(x) =2x — E(x-1)




2) Ces fonctions sont-elles injectives ? surjectives ?
3) Si non, pour chacune des fonctions, déterminer A et B telle que la fonction soit une
bijection de A sur B.

Solution

1) Si xe[n ; n+1[ avec ne Z, f(x) = x —n, et sur [n ; n+1[ C(f) est un segment fermé a gauche
et ouvert a droite, d’extrémités A,(n ; 0) et By(n+1 ; 1).
On en déduit que sur R, 0 < f(x) < 1. D’ou la représentation graphique :
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Sixe[n; n+l[ avec neZ, g(x) =2x —n + 1, et sur [n ; n+1[ C(f) est un segment fermé a
gauche et ouvert a droite, d’extrémités Cy(n ; n+1) et By(n+1 ; n+3).
On en déduit que sur [n ; n+1[, n+1 < g(x) < n+3. D’ou la représentation graphique :
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2) On a vu que f(n) = 0, tous les entiers ont méme image 0, f n’est donc pas injective.
1 1
D’autre part g(z) = g(1) =2 (plus généralement g(n + 5) =gn+1)=n+2), gn’est pas

injective.

On peut aussi le voir graphiquement en remarquant que des droites horizontales coupent
plusieurs fois les représentations de f et de g (parallele a (Ox) en bleu sur les dessins).
On a vu dans la question précédente que 0 < f(x) < 1, f n’est donc surjective sur R.

Par contre toute parallele a I’axe des abscisses coupe C(g), g est donc surjective.

3) f est une bijection de A = [0 ; 1[ dans B = [0 ; 1[ par exemple (on peut prendre pour A tout
intervalle de la forme [n ; n+1[).

g est une bijection de A = [0 ; 1[dans B = [1 ; 3[ par exemple (on peut prendre pour A tout
intervalle de la forme [n ; n+1[ et pour B, [n+1 ; n+3[).

Exercice 10 : Soitf: [-5;0] - R
x —»>x>—1.
1) f est-elle injective ? Surjective ?
2) Déterminer B tel que f soit une bijection de [-5 ; 0] dans B. Déterminer alors
. Faire les représentations graphiques de f et f'.

Solution
1) (f(x1) = f(x2)) & (x1% - 1 = x2> = 1) soit x;? = x,°. Or deux nombres négatifs (f est définie
sur [-5 ; 0]) ayant méme carré sont égaux. f est donc injective de [-5 ; 0] sur R.
Si xe[-5; 0], f(x)e[-1 ; 24], f n’est donc pas surjective de [-5 ; 0] sur R.

2) Par contre si B =[-1; 24] et si ye B, y = x* — 1 équivaut 2 x> =y +1.

10



Ory+1€e[0;25]etx =1y +1 etpuisque xe[-5;0],x =-\y + 1 est la seule solution. f
est donc bien une bijection de A = [-5 ; 0] dans B et £ (y )= Aly+1 ou

flx) =a/x+1.
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Exercice 11 : Soit f: x — 27 1. Déterminer A et B tels que f soit une bijection de A sur B.

2z . 1
Déterminer alors f .

Solution

: 4 .
Résolvons I'équation y = 2 +1 ou y est un réel donné et x l'inconnue.
L'équation équivaut a yx2 =4 + x2, soit x2(y - 1) =4 . Siy =1, il n'y a pas de solution

(I'équation s'écrit 0 = 4) si y#1, on a x2 = y—_l , ce qui n’est possible que siy > 1

2
carx2>20). Etsiy>1,x=+"\ "7 =+ et il v a deux solutions opposées f n'est donc
( ) y -1 =50 y pp
pas une bijection si xe R* ousi y < 1.
2
Par contre si xe R+* et si y > 1, I’équation n’a qu’une et une seule solution x = ﬁ et fest
y_
une bijection de R+* dans ]1,+o9[ .
De plus f admet pour fonction réciproque -1, fonction de 1 , +oo[ dans R+* :

2
[

2
y— fl(y) = ﬁ .Onaaussi f'(x) =

11



Exercice 12 : Montrer que si f est une bijection croissante (respectivement décroissante) de A
sur B, f' est une bijection croissante (respectivement décroissante) de B sur A.

Solution

On peut le montrer en remarquant que si en repere orthonormée C(f) est la représentation
graphique d’une fonction f croissante (resp. décroissante), son symétrique par rapport a la
droite d’équation y = x est la représentation graphique d’une fonction croissante (resp.
décroissante), or c’est celle de £ L

Montrons-le autrement.

Supposons que f soit une bijection croissante de I’intervalle A dans I’intervalle B, "est une
bijection de B dans A.

Soient x; et X, deux réels de B tels que x; < X».

Supposons que f 1(x D=1 1()(2). f 1()(1) etf 1(xz) appartiennent a A et puisque f est croissante
sur A, f(fl(xl)) > f(fl(xz)), soit X| » Xy, et c’est impossible puisque x; < X,. Donc
nécessairement f 1(xl) <f 1(xz) et f' est croissante de B dans A. On fait un raisonnement
analogue si f est décroissante.

Exercice 13 : Déterminer gof et fog, ainsi que leur ensemble de définition, dans les deux cas
suivants

Df:x >4/x+1 gix o>\x —x-2.
x+1 2
2)f:x—>x_l gix—>7
Solution

1) D(f) = [-1 ; +oo[ et puisque x> —x—2= X+ 1)(x—2),D(g) =]-o0;-1TU[2 ; +oo[.

Pour définir gof(x) = g(f(x)), il faut que xe D(f) et que f(x)e D(g).

Or pour xe D(f), f(x)e [0 ; +oo[, donc pour que f(x)e D(g), il faut que f(x)e[2 ; o[, c’est a dire
que\x + 1 >2,soit x + 1 >4 et x > 3. Si xe[3 ; +oo[, xe D(f), donc

D(gof) = [3 ; +oo].

Si xe[3 ; +oo, gof(x) = g(f(x)) = g(\x + 1 )=\/(\/x +1 )2 -Ax+1-2
gof(x)=\/x— x+1-1

Pour définir fog(x) = f(g(x)), il faut que xe D(g) et que g(x)e D(f). Or si xe D(g), g(x)e[0 ;
+oo[ D(f). Donc D(fog) = D(g) = ]-o0 ; -1]U[2 ; +ool.

Si xe -0 3 ~1]U[2 ; +oof, fog(x) = f\X° - x-2) =\\xX - x-2+ 1.
2) Remarquons que D(f) = R\{1} et D(g) = R\{0}.

Pour définir gof(x) = g(f(x)), il faut que xe D(f) et que f(x)e D(g).
Or pour xe D(f), f(x)=0 si et seulement si x#-1. Donc D(gof ) = R\{-1; 1}.

12



B 2 2x 2
X - 1) x+1 " Tx4+1
x-1

Pour définir fog(x) = f(g(x)), il faut que xe D(g) et que g(x)e D(f).

Pour tout xe R\{-1; 1}, gof(x) = g(

2
Or si xe D(g), g(x) = X #1 si et seulement si x#2. D’ou D(fog) = R\{0 ; 2}.

2
2 <+l
Et pour tout xe R\{0; 1}, fog(x) =f( ) =75 =

-1
X

2x + 1
Exercice 14 : Soit f x — ;;_ 1 calculer f* (x) = fofofof(x), ainsi que son ensemble de

définition.

Solution

D(f) = R\{1} et f*(x) = fof(x) est définie si xe D(f) et si f(x)e D(f). Donc et f*(x) est définie si

2x + 1
x#1 et si ;:_1 #1 soit 2x + 1 #x — 1, ou x#-2.

(2x+1)+1

2x + 1 x-1 S5x + 1

D’ot D(f) = R\{-2 ; 1}et fA(x) = f(f(x)) = (1 )= 211 == 17"
(x—l)_1

5x +1
X+2

2(x) = f(f3(x)) est définie si xe D(f%) et si f2(x)e D(f). £(x) est définie si x#-2, x#1 et si

1
#1 s0it Sx + 1 #x +2etx#, . D'ou D(f’) = R\{-2 ;7 ; 1}et
S5x+1
RS2 N G ik
0=t )="5x 41 = 4x-1 -
(x+2)_1
1
f4(x) = f(f3(x)) est définie si xe D(f3) et f° (x)e D(¥). f4(x) est donc définie si x#-2, X#y s x#1 et
11x +4 5 1
514;;—17&1 soit 11x +4 #4x — 1etx¢—7 DouD(f3) R\{-2 ;- -7 4,l}et
11x +4
o plixrd 2D 26x47
) =17 )= 11x+4 =T7x+5
(ax-1)-
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