Lecon 09 — Correction des exercices

Les exercices avec une * sont intéressants mais plus difficiles et peuvent étre sautés.

Exercice 1 - Soit X, X, et X3, trois vecteurs de IR3 tels que :

X =(-1,52), X5, =(2,-1,2) et X3 =(1,1,3)

1) Calculer les combinaisons linéaires suivantes : 3X; - 2X, + X3 ; 3(X;-X3) +X,

2) Trouver trois réels o, B et y non nuls, tels que aX; + BX, + yX; ait ses deux premieres
composantes nulles .

Solution
1)3X1-2X2 + X3 =3(-1,5,2)-2(2,-1,2)+ (1,1,3)=(-3,15,6) - (4,-2,4) + (1, 1, 3)
= (-3-4+1, 15+2+1, 6-443) = (-6, 18, 5)
3(X1-X3) +X2 =3[(-1, 5,2)-(1, 1, 3)] + (2, -1, 2)=3(-1-1, 5-1,2-3) +(2,-1,2)
=3(-2,4,-1)+(2,-1,2) =(-6,12,-3) + (2, -1,2) = (-4, 11, -1)

2) aX1 +BX2 +yX3= o (-1,52)+ B (2,-1,2) + 7 (1,1,3) = (-0+2B+ v,50—PB+Y,20—P+37)
(-0+2B+ v,50—B+y,20~B+37y) =(0, 0, 20~B+3Y) donc on a :

{-oc+2[3+y=0 , {B=20€
50-B+y=0 soit vY=-3a
solutions en (o, B, y) de la forme (o, 20, -300).

. Ce systeme de 2 équations a 3 inconnues a un infinité de

Exercice 2 - Les ensembles suivants sont-ils des sous espaces vectoriels de IR3 ?
A={xy,2)eIR?;3x-5y+z=0} ; B={(x,y,2)€IR3;2x-3y+5z=1}
C={(xy,2eIR3;2x+3y+z20}; D={(x,y,2)€IR3;xyz=0}

E = {(x,y,2)€IR?; (x,y,2) = (x+y+2)(2,3,1) + (x-y)(5,-1,2) }

Solution

A={(x,y,2eR*;3x -5y +z=0}

A+gcar(0,0,0)€A.

Soient X; = (X1, Y1, Z1) et X, = (X2, Y2, Z,) deux éléments de A et A et p sont deux réels
quelconques :

AX; +uXo = MX1, Y1, 21) + (X2, Yo, Z2) = (AX +UX, Ay +UY2, AZi+HUZ,) et

3(AX1+UXo) - S(AY1+UY2) + (AZ1+UZy) = M(3X1-5y1+21) + W(3X,-5y,+7,) = 0 car X et X,
appartiennent a A (c'est a dire 3x; -5y; + z; =0 et 3x; -5y, + 2z, = 0). AX+uX, appartient
donc a A de sorte que A est un sous-espace vectoriel de R3.

B={(x,y,2)e R*;2x-3y+5z=1}
(0, 0, 0) n’est pas un élément de B. B n’est donc pas un sous-espace vectoriel de R3.

C={(x,y,2) eR*;2x + 3y + 2 >0}



On remarque que X= (1,1 ,1) est un élément de C car 2+3+1=6 > 0, mais -X n’est pas un
élément de C étant donné que -2-3-1=-6 < 0.
L’ensemble C n’est donc pas un sous-espace vectoriel de R3.

D={(x,y,2z) eR3;xyz=0}

X=(1, 1, 0) est un élément de D (1x1x0=0)et Y= (0, 0, 1) est aussi un élément de D
(0x0x1=0).

Mais X+Y= (1, 1, 1) n’est pas un élément de D (1x1x1=1#£0).

L’ensemble D n’est donc pas un sous-espace vectoriel de R3.

E={X,y,2) eR3; (x,y,2) = (x+y+2) (2,3, 1) + (x-y) (5, -1, 2)}
On peut réécrire E
E={(x,y,2) eR¥ (X, y, 2) = 2(x+y+2), 3(x+y+2), 1(X+y+2)) + (5(X-y), -1(x-y), 2(x-y))}
E={(x,y,2) eR3; (x,y, z) = (7Tx-3y+2z, 2x+4y+3z, 3x-y+2)}
E={(x,y,z) eR3; (7x-3y+2z=x, 2x+4y+3z=y, 3x-y+z=2)}
E={(x,y,2) eR3; (6x-3y+2z=0, 2x+3y+32=0, 3x-y=0)}
6x-3y+2z =0
Or { 2x+3y+3z2=0 équivautda x =y =z=0. Donc E = {(0,0,0)} et E est un espace
3x-y=0
vectoriel.

Exercice 3*- Montrer que I'ensemble E des fonctions f de la variable x définies sur [0,1] et
vérifiant f(1) = 2f(0) peut étre muni d'une structure d'espace vectoriel.

En est-il de méme pour 1'ensemble F des fonctions g définies sur [0,1] et vérifiant g(1) = g(0)
+17?

Solution

Considérons I’ensemble E des fonctions numériques de la variable x définies sur [0,1] et
vérifiant f(1) = 2f(0) muni de I’addition comme loi interne et la multiplication comme loi
externe.

On remarque que la fonction nulle est un élément de E (c’est la fonction qui a tout x on lui
associe 0 et que nous noterons 0) car : f(1) = f(0) = 0 et donc (1) = 2£(0).

Pour toute fonctionfde E :

f+0=0+f=f

La fonction nulle est I’élément neutre de E et E est non vide.

Remarque : soient f et g deux fonctions de E on a:

(f+g)(1) = £(1) + g(1) = 2f(0) + 2g(0) = 2(f(0) + g(0)) = 2(f+2)(0)
donc f + g est un élément de E.

f(x) + g(x) = g(x) + f(x) pour tout x élément de [0,1], donc la loi est commutative.

Soit f, g et h trois fonctions de E , f + (g + h) et (f + g) + h sont des éléments de E d'apres la
remarque précédente, d'autre part pour tout x de [0, 1] :

fx)+(g(x)+h(x))= (F(x)+g(x))+h(x)= f(x)+g(x)+h(x)

d’ou: f+ (g+h)=(f+g) +h=f+g+hetlaloi est associative

Pour toute fonction f de E
-f est aussi un élément de E car :
Comme f est un élément de E on a f(1) = 2f(0) d’ou -f(1) = -2£(0)



f(x) + (-f(x))= f(x) - f(x) = 0 pour tout x €[0,1].
Donc f—f =0, c'est a dire : —f est ’opposée de f

Remarque : pour tout réel A, pour tout élément f de E, A.f est aussi un élément de E car :
Af(1)= A £(1) = 21 £(0).

En utilisant la remarque précédente pour tous réels A et 1, et pour tout f de E, (A + p).f
appartient a E et pour tout x €[0,1], (A + p).f(x)= Af(x)+uf(x) d’otr :
(A + p)f=Af + pf.

Pour tous éléments f et g de E , pour tout réel A :

A.(f + g) est aussi un élément de E (d'apres les deux remarques précédente).

Et pour tout x €[0,1], A.(f + g)(x)= Af (x)+ A g(x).

Dou: A(f+g=AM+Ag

Pour tous réels A et pu, pour tout élément f de E, d'apres la derniere remarque A.(u.f) est aussi
élément de E et pour tout x €[0,1], A.(uf )(x)= AW (x).

Et A.(u.f)= Ap).f

Pour tout élément f de E et pour tout x de [0, 1] ; 1.f(x) = f(x), donc 1.f =f.

D’ou finalement (E, +, .) est un espace vectoriel.

F n'est pas un espace vectoriel car le seul élément neutre possible pour l'adition des fonctions
est 0 et bien sir 0 n'appartient pas a F.

Exercice 4 - Les ensembles suivants sont-ils des sous espaces vectoriels de R* ?
F={(xyzt)elR*;z=0} ; G={(x,y,z,H)eIR*;y<0 };
H={Xxyy,z,tH)eIR*;y=z+t} ; I={(X,y,z,t)eIR*; xy=0} ;
I={xy,z,H)elR*;yeQ } ; K={(x,y,z,t)eIR*;z= x2}

Solution
F={(x,y,z t)elR*; z=0}

F+g¢car(0,0,0,0)eF.

Soient X, = (X4, Y1, Z1, t1) et X5 = (Xy, Y2, Zo, tp) deux éléments de F et A et u sont deux réels
quelconques :

AX + uXo = MX1, Yis Z1s 6) + WX, Y25 22, t) = (X HUX, Ay 1+Y2, Az +H1Zo, Aj+UL) et
(Az1+uz,) = O car X, et X, appartiennent a F (c'est a dire z; = 0 et z, = 0). AX;+uX,
appartient donc a Fet F est un sous-espace vectoriel de IR%.

G={(x,y,z, t)elR*;y <0}

Pour tout X=(x, y, z, t) élément de G on a alors y <0 mais -X=(-x, -y, -z, -t) n’est pas un
élément de G vu que si y#0, -y < 0.

G n’est donc pas un sous-espace vectoriel de IR?.

H={(X,y,z t)elR*;y = z+t}

H={(X,y,z t)elR*;y-z-t=0}

H+#¢car (0,0,0)eA.

Soient X; = (X1, Y1, Z1, t1) et X5 = (Xy, Y2, 2o, tp) deux éléments de H et A et u sont deux réels
quelconques :

AX; + uX, = (AX+UXo, Ay +UY2, AZ1+UZo, At+HUt,). Or puisque X et X, appartiennent a H,
yi=zi+tetya=z,+t;,doncAy; = A (z; +t)) et py,= Wz, +ty), d'ott



Ay 1+uys = (A z + Aty) + (UzZa + utp) = (Az1+uzy) + (At+uty) et AX,+uX, appartient donc a H. H
est donc bien un sous-espace vectoriel de IR?.

I={(x,y,z t)eIR*; xy =0}

X=(1,1,0,1) estun élément de I et Y= (0, 1, 1, 1) est aussi un élément de 1.

Mais X+Y= (1, 2, 1,2) n’est pas un élément de I

I={(X,y, z, H)elR*; ye Q}

J n’est pas un sous-espace vectoriel de IR* car :

X=(1, 1, 1, 1) est un élément de J mais AX n’est pas un élément de J si A est un irrationnel
I n’est donc pas un sous-espace vectoriel de IR%.

K={(X,y,z t)elR*; z= x2}

X=(1,1,1, 1) est un élément de K et Y=(2, 1, 4, 4) est aussi un élément de K
mais X+Y=(3, 2,5, 5) n’est pas un élément de K vu que 32 =9 #£5.

K n’est pas un sous-espace vectoriel de IR*.

Exercice 5 - Les vecteurs suivants engendrent-ils IR3 :
1) (2,-1,4),(3,1,2) et (0,2,-1).

2) (4,-1,0), (1,1,1) et (-7,3,1).

3)(1,1,2), (-3,2,1), (0,5,7) et (0,1,-1).

Solution

Pour qu’un systeme engendre IR3 il faut que son rang soit égal a trois ou qu'il contienne trois
vecteurs libres de IR”.

1) Le systeme {(2,-1,4), (3, 1, 2) et (0, 2, -1)} libre si et seulement si le déterminant D de ses
trois vecteurs est non nul (propriété du cours admise).

2 30
D=|-1 1 2|=2x1x(-1)+3x2x4+0x(-1)x2-[0x1x4+3x(-1)x(-1)+2x2x2]
4 2 -1

D =-2+24-3-8=11+#0.

Les trois vecteurs engendrent bien IR3

2) De méme on calcule le déterminant de ces trois vecteurs:

4 1 -7
D=|-1 1 3|=4xIx1+1x3x0+ (-7) x (-1)x1-[(-7)x1x0+1x(-1)x1+4x3x1]
0 1 1

D =4+7+1-12=0

Les trois vecteurs n’engendrent pas IR3



3)(1,1,2),(-3,2,1),(0,5,7) et (0, 1, -1).

Comme les quatre vecteurs appartiennent a IR®. Icion procede de méme, on cherche si parmi
ces 4 vecteurs, 3 sont indépendants en calculant leur déterminant. Par exemple si on prend
(1’ 1, 2)’ (_37 27 1) et (O’ 1’ _1) :

1 -3 0
D=1 2 1| =1x2x (-1)+(-3)x1x2+0x1x1-[0x2x2+(-3)x1x(-1)+1x1x1]
2 1 -1

D =-2-6+2 =-6#0
Le systeme {(1, 1, 2), (-3, 2, 1), (0, 1, -1)} est libre et les 4 vecteurs (1, 1, 2), (-3, 2, 1), (0, 5,
7) et (0, 1, -1) forment un systeme de rang 3.

Les quatre vecteurs (1, 1, 2), (-3, 2, 1), (0, 5, 7) et (0, 1, -1) engendrent IR3

Exercice 6 - Montrer que dans ces différents cas X; , X, et X5 sont dépendants et trouver une
relation entre X, X, et X5 .

X, =(1,-1,0) , X, =(2,4,2) et X5=(2,7,3)

2) Xi=(2,3,-1) , X;,=(0,-1,3) et X3=(-3,-4,0)

3) X, =(8,2,1) , X;=(-1,3,5) et X3 =(10,22,32)

Solution

D X =(,-1,0), X, =(2,4,2) et X3=(2,7,3)
Supposons donc qu'il existe 3 réels A, A, et A3 tels que : A X + L, X5 + A3X5=0
Soit A; (1,-1,0) + A, (2,4,2) + A3 (2, 7,3) = (0, 0, 0)

A +24,+24, =0

On obtient alors -4, +44, + 74, =0 , et en utilisant la méthode de Gauss :
24, +34, =0
A +24,+24,=0 M= A5
64, +94, =0 Soit 3. .
A +94, o Ay =- P A
24, +34, =0

Les vecteurs sont donc dépendants. On peut par exemple poser A; =2, A, =-3 et A3 =2, on
obtient : 2X; - 3X, +2 X5 =0.

2) Xi=(2,3,-1), X,=(0,-1,3) et X3=(-3, -4,0)

Supposons qu'il existe 3 réels A;, A, et A3 tels que : L X + AX5 + A3X53=0

Soit A1(2,3,-1) + 2,(0,-1,3) + A3(-3,-4,0) = (0,0,0)



2}'1_313:0 )L}Z% 7\,1
Dot {34 -4, —44, =0 et 1
—A +34, =0 h=3h

Les vecteurs sont donc dépendants. On peut par exemple poser A; =3, A, =1etA;=2,0n
obtient : 3X; + X, +2 X5 =0.

)X =(@8,2,1), Xy=(-1,3,5) et X5=(10, 22, 32)

Par la méme méthode on obtient 2 X;+6 X, = X3
Les vecteurs sont dépendants.

Exercice 7 - Déterminer si les familles suivantes sont libres ou liées et donner leur rang
D{2.1),(3,2),43), (1,1)}

2) {4,1), (2,3)}

3){(@3,-1,2), 4,1,1),(0,-2,1)}

4){(0,3,2,-1), (3,-2,1,1) , (1,1,1,1) , (4,-3,1,-2).

Solution

1) {(2,1), (_3’2)’ (4’3), (1,1)}
Cette famille est forcément liée et car cette famille est composée de plus de deux vecteurs de
IR?. D'autre part son rang est au plus 2 puisque ce sont des vecteurs de IR

Le rang est deux car le déterminant du systeme {(2,1), (-3,2)} est 2

‘ = 44+3=T+0.

2) {(4.1), (2,3)}

Cette famille est libre de rang 2 puisque le déterminant est égal a

42
3 ‘ = 12-2=10+#0.

3) {(3,-1,2), (4, 1, 1), (0,-2,1)}. C'est une famille de 3 vecteurs de IR? qui sera donc libre si et
seulement si le déterminant de ces trois vecteurs est non nul.

3 4 0
D= |-1 1 =2| =3xIx14+4x(-2)x2-[4%(-1)x1+3x(-2)x1] = 3-16-(-4-6) = -3#0
2 1 1

Donc cette famille est libre et son rang = 3.

4){@,3,2,-1),3,-2, 1, 1), (1, 1, 1, 1), (4, -3, 1,-2)}

Dans IR* nous n'avons pas le déterminant a notre disposition, il faut donc revenir a la
définition. Supposons donc qu'il existe 4 réels A, A,, A3 et A4 tels que :

7\,1X1 + 7\,2X2 + 7\,3X3+7L4X4 =0.

SoitA; (0,3,2,-1)+2, (3,-2, 1, )+ A3 (1, 1,1, 1) + 24 (4, -3, 1, -2) = (0, 0, 0, 0). Cela se
traduit par le systéme suivant :



3+ A3 +4A=0
37\,1-2 7\,2 + 7\,3 -3 }u4 =0
20 + A+ Az + Ay=0
- }“1 +7\,2 +}\/3‘27\,4=O
En changeant I’ ordre des équations :

-7\‘1+7\‘2+7\,3-27\‘4:0 -7\‘1+7\‘2+7\,3-27\‘4:0 -7L1+7L2+7&3-27L4:0
37\,1-2 7\,2 + 7\,3 -3 }u4 =0 . }\/2+ 47\,3 - 97&4 =0 . 7\,2+ 47\3 -1 17&4 =0
2 Mt A+ A=0 SO Mo+ 3g-3y=0 SO 9y - 2404 =0

37\,2+7\,3 +47\,4=0 37\,2+7\,3+4}\/4=0 117\,3 -317\,4=O
-7\‘1+7\‘2+7\,3-27\‘4:0 7\‘1:0

7\,2+4}u3-11}u4=0 . }u2=0 R

M- 240, =0 La solution est donc ds=0 d’ou les 4 vecteurs sont
157\,4 =0 }u4 =0

linéairement indépendants et le rang est de 4.

Exercice 8 - Déterminer le rang des systémes suivants :
D {©,1),1,-2), 43) }

2){(3,1,2), (4,2,0), (1,3,-2)}

3) {(0,1,0,2), (1,1,-1,0) , (2,0,1,1)}

4) {(1,-1,0), (2,0,1), (2,6,4)}

Solution

D {(0,1), (1,-2), (4,3)}

Ce systeme est de rang < 2 car les vecteurs qui le composent sont des vecteurs de IR
Le rang est deux car les deux premiers vecteurs (0, 1) et (1, -2) sont linéairement
indépendants (non proportionnels).

2) On calcule le rang du systeme {(3, 1, 2), (4, 2, 0) et (1, 3, -2) a l'aide du déterminant D des
vecteurs :

3 4 1
D=1 2 3[=3x2x(-2) +4x3x2 + 1x1x0 - [1x2%x2 + 4x2x(-2) + 3x3x0]
2 0 2

D =12 + 4 =16 #0 donc le rang est 3.

3){(0,1,0,2),(1,1,-1,0), (2,0, 1, 1)}

Supposons donc qu'il existe 3 réels A, A, et A3 tels que : A X + L, X, + A3X5=0
SoitA; (0,1,0,2) +2, (1, 1,-1,0) + 23 (2,0, 1, 1) = (0, 0, 0, 0)
Soit le systeme suivant :



7\‘2+27\‘3:0 7\,3 :-1/27\‘2

7\,1+ 7\2 =0 7\,1= -7\,2 . .
A+ As=0 ou da= Ay ,ce systeme admet une seule solution (0, 0, 0, 0) et
27\,1 + 7\,3 =0 -2%2 + 7\,2 =0

les trois vecteurs sont linéairement indépendants, le systeéme est donc le rang est trois.

Exercice 9 - L'ensemble S = {(2,1,1), (0,3,5), (2,4,6) , (1,6,6)} forme-t-il une base de IR3?
Extraire une base de IR3 ? Combien de bases de IR3 peut-on extraire de S ?

Solution

Ce systeme est forcément 1i€ car il contient 4 vecteurs de IR’. Ce n'est pas une base de IR’.
On cherche si S contient 3 vecteurs indépendants en utilisant leur déterminant.

Sionprend (2, 1, 1), (0,3,5) et (2,4,6) :
2 0 2

D=|1 3 4{=2x3x6 + 0x4x1 + 2x1x5 - [2x3x1+0x1x6+2x4x5] = 36 + 10 — 6 - 40=0.
1 56

Ces trois vecteurs sont liés.

Sion prend (2, 1, 1), (0, 3, 5), (1,6, 6) :
2 0 1

D=1 3 6|=2x3x6 + 0x6x1 + 1x1x5 - [1x3x1 + 0x1x6 + 2x6x5] =36 + 5 -3 - 60 # 0. Ces
1 56

3 vecteurs sont libres et forment une base de IR>.

Pour répondre a la question suivante, il faut examiner tous les autres systemes de 3 vecteurs
de S.

Sionprend {(2, 1, 1), (2, 4, 6), (1, 6, 6)}:

2 21
D=1 4 6| =2x4x6 +2x6x1 + 1x1x6 - [1x4x1 + 2x1x6 + 2x6x6] ,
1 6 6

D=48+12+6-(4+ 12 +72) =66 — 88 =-2240 et ce systeme forme une base de IR.

Si on prend {(0, 3, 5), (2,4,6),(1,6,6)} :

0 2 1

D=|3 4 6| =0x4x6 + 2x6x5 + 1x3x6 - [1x4x5 + 2x3x6 + 0x6x6] = 60 + 18 - (20 + 36)
5 6 6

D =22 # 0. Ce systeme forme une base de IR’



Exercice 10 - On considere des ensembles E ={(x,y)eIR? ; y = 2x} et F = {(x,x)e IR2}.
Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de IR? et déterminer ENF.

Solution
(0, 0) est un élément de E donc E # @.
Soient X; = (X1, Y1), X2= (X2, y2) deux éléments de E et a,  deux réels quelconques.
a X+ BY=a(xy, y1) + B (X2, Y2)= (ax1+Px2, ay;+Py2). Puisque X et X, appartiennent a E,
y1 = 2X; et yp = 2X; et donc ay+Py>= a(2x1)+P(2x2) = 2(ax;+px2). Donc a X+ BY est aussi
un élément de E et E est un sous espace vectoriel de IR?

(0, 0) est un élément de F donc F # O

Soient X; = (x1, X1), Xo = (X2, X2) deux éléments de F et a, B deux réels quelconques.
a X+ BY=a(xy, X1) + B (X2, X2)= (0X+PX2, 0X+PX2).

Donc a X+ BY est aussi un élément de F et F est un sous espace vectoriel de R’

ENF = {(x, y)eIR?; (x,y)eE et (x,y)eF} = {(x, y)eIR?; y =2x ety = x}
ENnF ={(x,y)eIR?;x =2x =y}={(X, y)eIR? ; x =0et y =0}
EnF= {(0,0)}.

Exercice 11 - On considere les ensembles suivants :
E={(xy,2eR3;x=y=2} ; F={(x,y,2) e R3/x-2y+z =0} et
G = {(a-b,a+b,2a-3b) ; ac Ret be R} .

1) Montrer que E, F et G sont des sous espaces vectoriels de R3.

2) Déterminer les sous espaces vectoriels ENF , ENG et FNG.

Solution

1) (0, 0, 0) est un élément de E et E #0

Soient X;=(X1, y1, Z1), X2=(X2, Y2, Z2) deux éléments de E et a,  deux réels quelconques.
o X+ BY= X1, Y1, Z1) + B (X2, Y2, Z2)= (0xX1+PX2, ay1+Py2, 0z1+Pz;). Puisque X; et X,
appartiennent a E : x| = y; =z; et X, = y» = 75, donc ax; + fxo = ay; + By, = 0z, + Pz, et

a X+ PY appartient 2 E. E est bien un sous espace vectoriel de IR”.

(0, 0, 0) est un élément de F et F #0

Soient X; = (X1, Y1, 1), X2 = (X2, y2, Z2) deux éléments de E et a, B deux réels quelconques.
a X+ BY= (X1, Y1, Z1) + B (X2, Y2, Z2)= (0X] + PX2, ay; + By2, 0z; + Bz,). Puisque X; et X,
appartiennent a F : x; - 2y; +z; =0et x; - 2y, + 7, =0, donc oux; - 2y; +z;) =0 et

B(x2 - 2y2 +72) =0,

d'ot oux - 2y; +2z1)+ B (X2 - 2y2 + 22) =0, soit

ax+Px2-2(ay1+Py2) + (az1+Pz2) = 0. Donc a X+ BY appartient a F et F est un sous espace
vectoriel de R”.

G = {(a-b, a+b, 2a-3b) ; acIR et be IR} = {( a(1, 1, 2) + b(-1,1,-3) ; acIR et be IR}.
Donc G est 'ensemble des combinaisons linéaires de (1,1,2) et (-1,1,-3). C'est donc un sous-
espace vectoriel de IR’.

2) EF = {(x, y.2)e IR? ; (x,y,2)E et (x,y,2)eF}.
On remarque ici que tout élément de E est aussi élément de F (en effetsix=y =2z,
X —2y+z=x—-2x + X =0) donc E est inclus dans F et ENF=E.



ENG = {(x, y,2)€IR?; (x,y,2)E et (x,y,2)e G}
ENG = {(x,y,2)eIR3; x =y =z et (x,y,2) = (a-b, a+b, 2a-3b)}.
Donca-b=a+b=2a-3beta=b=0.D'ou ENG={(0,0,0)}.

FNG = {(x, y,2)€IR3; (x,y,2)F et (x,y,2)e G}

FNG ={(x,y,2)eR3;x -2y +z=0cet (x,y,2) = (a-b, a+b, 2a-3b)}.

Donc (a—b) —2(a+b) + (2a—3b) =0, soit a = 6b et (x,y,z) = (5b, 7b, 9b) =b(5, 7, 9).
EtFNG = {(x, y,2)eIR3; (x,y,z) = (-7b, -5b, -15b) = -b(7, 5, 15), be IR}

Donc FNG est le sous-espace vectoriel engendré par (5, 7, 9).

Exercice 12 - Donner une base et la dimension du sous espace vectoriel de R* défini par:
{(xy,z,0)eR*;x-y+z +t=0}

En déduire le rang du systéme suivant :

{(0,1,2,-1), (1,0,-2,1) , (3,2,0,-1) , (1,1,-1,1)}.

Solution

Posons E ={(x,y,z, t)elR*;x-y+z +t=0}

X=(x,y,z,teEsietseulementsi X=X ,x+z+t,z,t)=x(1,1,0,0) + z(0,1,1,0) + t(0,1,0,1).
Donc E est engendré par {(1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,1,0,1)}. Ce systéme sera une base de E s'il
est libre. Soient A 1, A,, A3 3 réels tels que A;(1,1,0,0) + A»(0,1,1,0) + A3(0,1,0,1) = (0,0,0,0).

7\,1 =0
7\,1 + 7\42 + 7\,3 =0 X . , .
Alors =0 , s0it A; = A, = A3 = 0 et les vecteurs sont indépendants ; ils forment
)=
7\,3: 0

bien une base de E et E est de dimension 3.

Notons S = {(0, 1, 2, -1), (1,0, -2, 1), (3,2,0, -1), (1, 1, -1, 1)}.

On remarque que tous les vecteurs de S appartiennent a E, le rang de ce systeme est donc
inférieur ou égal a 3. S sera de rang 3 s'il contient 3 vecteurs indépendants. Prenons les trois
premiers et cherchons s'ils ont indépendants. :

Soient A 1, A, et A3 trois réels tels que A 1(0, 1, 2, -1) + A»(1, 0, -2, 1) + A3(3, 2, 0, -1) = (0,0,0).

7\,2+3}L3=O 7L2+37&3:0
A+2h3=0 A+2X0=0 .

Alors 2% - 2,=0 ou A= D , soit A3 = A; = Ay = 0 et les vecteurs sont
-7\41+)\‘2-7\‘3:0 -7\,3=0

indépendants. Le systeme est bien de rang 3.

Exercice 13 - Donner une base et la dimension du sous espace vectoriel de R* défini par:
{(xy,z,)eR*;x +y-z=0etx -y +2t=0}.

Solution
Posons F={(X,y,z,t)elIR*;x +y-z=0etx -y +2t=0}.
1 1 1
(x,y,z,)€ F si et seulement si (X,y,z,t) = (X, y, X+y, 5 (y=X)) = (X, 0, X, - 5%) + (0, y, ¥, 5 ¥),
1 1 1 1
soit (x,y,z,t) =x (1,0, 1, —5) +y (0,1, 1,5). {(1,0,1, '5)’ O, 1, 1,5)} est donc un
10



1 1
systeme générateur de F. Les deux vecteurs (1,0, 1, - 5) et (0,1, 1, 5) étant linéairement

indépendants, ils forment une base de F et dimF = 2.

Exercice 14 - Soient trois vecteurs linéairement indépendants e, e, et e; d'un espace vectoriel
V.
Que peut-on dire de dimV ?

Solution

dimV est supérieure ou égale a 3.

Exercice 15 - Donner une base et la dimension du sous espace vectoriel de R3 défini par:
{O-p, A+, 2A-pn) ; AeRetueR }.

Solution

Posons G = {(A-p, A+u, 2A-p) ; Ac IR et pe IR }.

(x,y,z)e G si et seulement si (X,y,z) = (A, A, 24) + (-, W,-p)= A(1, 1, 2) +u(-1, 1, -1). Les deux
vecteurs (1, 1, 2), (-1, 1, —1) engendrent donc G. Ces deux vecteurs sont indépendants (car non
proportionnels) ils forment une base de G et dimG = 2.

Exercice 16 - 1) Montrer que I'ensemble E = {(x,y,z2)e R3 ; x-2y+z = 0} est un sous espace
vectoriel de R3.

2) Soit F le sous espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs (1,1,1) et

(3,1,-1). Vérifierque FCc E. A-ttonE=F ?

Solution
1) (x,y,z)eE sietseulement si (X,y,z)=(x,y,2y—x)=x(1,0,-1)+y(0,1,2). Eest
donc l'ensemble des combinaisons linéaires des deux vecteurs (1,0, —1) et (0, 1, 2), c'est donc
un sous-espace vectoriel de R’. On peut rajouter que les vecteurs (1,0, -1)et (0, 1, 2)
engendrent E. Ces deux vecteurs sont indépendants (car non proportionnels) ils forment une
base de E et dimE = 2.

2)(1,1,1)€E (eneffet 1 -2x1 +1 =0)et (3, 1, -1)€E (en effet 3 -2x1 - 1 = 0). E étant un
sous-espace vectoriel, s'il contient (1, 0,-1) et (0, 1, 2), il contient toutes les combinaisons
linéaires de ces deux vecteurs et F < E. D'autre part F est engendré par deux vecteurs
indépendants (car non proportionnels), ces vecteurs forment donc une base de F et

dimF = 2. En récapitulant on a F C E et dimE = dim F, donc E=F.

17-1) Montrer que I'ensemble E = {(x,y,z)e R3 ; 2x-y+2z = 0} est un sous espace vectoriel de
R3. Déterminer une base et la dimension de E.

2) Soit F le sous espace vectoriel de R3? engendré par les vecteurs u = (1,2,0) et

v =(2,1,1), déterminer que E N F.

11



Solution

1) (x,y,z)eE sietseulement si (x,y,z)=(x,2x+2z,z)=x(1,2,0)+2z(0,2,1). Eest
donc l'ensemble des combinaisons linéaires des deux vecteurs (1, 2, 0) et (0, 2, 1), c'est donc
un sous-espace vectoriel de IR’. Les vecteurs (1,2,0) et (0, 2, 1) engendrent E. Ces deux
vecteurs sont indépendants (car non proportionnels) ils forment une base de E et dimE = 2.

2) w=xy,2eE) o 2x-y+22=0)
(w=(x,y,2)eF) & (FA,uclIR ; w = Au + 1)
(w=(x,y,2) €eENF ) & { weE et weF}.

2x -y +2z2=0
5 B EAF X = A+2U
onc (W =(X,y,2)EENF ) < ( y =2A+U )
z=U

Soit 2(A +2W) — A +2W) + w=0et u=0. D'ou (x, y, z) = M(1,2,0) = Au.
Réciproquement, on vérifie que si w = Au alors we ENF.
Donc ENF =< u>.

Remarque : Ici d'apres 1) on a évidemment u € ENF et puisque ENF est un sous-espace
vectoriel <u>c ENF et dim ENF > 1. Puisque dimE = dimF = 2 (u et v étant non
proportionnels, ils forment une base de F), dim ENF < 2 (en effet ENF — E et

ENF c F) . D'autre part si dim ENF =2, ENF = E =F. Or v¢ ENF et ENF=F.

Donc dim ENF =1 et ENF =<u>.

Exercice 18 - Montrer que, dans les différents cas suivants , le systeme {e;, e, , €3} est une
base de IR3 . Exprimer les coordonnées de (-1,2,3) puis celle de (x,y,z) dans cette base .
e =(-1,0,1);e,=(1,-1,0) ; e5=(1,1,1)

2)e; =(1,2,0);e,=(0,1,1) ; e3=(1,0,2)

3)e; =(1,0,2) ;e,=(1,1,2) ; e3=(0,1,1)

Solution

1) Pour montrer que le systeme {e;, €,, €3} est une base, il suffit de montrer que c'est un
-1 11

systeme libre. En utilisant le déterminant, ona | 0 -1 1 | = 3 0.

1 01
Le systeme est donc bien libre et forme une base de R>.

Coordonnées de (-1, 2,3) dans {e, e,, €3} :
(04

(-1, 2,3) a pour coordonnées | B | dans {ej, e,, 3} si et seulement si
Y

(-1,2,3) = ae; + Pe, + Yes. Soit

l=-a+B+y 4=37y y=4/3
2=—B+y ou2=—-B+7y et yP=-2/3 .D'oules coordonnées de (-1, 2,3) dans
3= +y 3= +y o=15/3

12



5/3
{el’ €2, 63} : -2/3
4/3

Coordonnées de X = (X, y, z) dans {eq, €,, €3} :
o

X a pour coordonnées | B | dans {ej, e,, e3} si et seulement si X = oe; + e, + Yes , soit:

Y

r

1
Y=3 (x4y+2)

1
y=—B+Yy y=-B+7 et ) B= 3 (x-2y+z) . D'ou les coordonnées de

X =-0+B+y X+y+z=3Yy
ou
Z=0+Y Z=0+Y

1
(=3 (-x-y+2z)

1
3 (-x-y+27)
1
X =(x,y,z) dans {e;, e, €3} : 3 (x-2y+z)
1
g (X+y+z)

2) Pour montrer que le systtme {e;, €,, €3} est une base, il suffit de montrer que c'est un
101

systeme libre. En utilisant le déterminant,ona | 2 10 [ = 4 #0.

012
Le systeme est donc bien libre et forme une base de IR®.

Coordonnées de (-1, 2,3) dans {ey, e, €3} :
o

(-1, 2,3) a pour coordonnées | B | dans {e,, e,, 5} si et seulement si

Y
(-1,2,3) = ae; + Pey + yes. D'out

l=a+y -1 =4y -1/4 =7y
2=20+P ou 2=2a+P et 72=0 .D'oules coordonnées de (-1, 2,3) dans

3 =B+2y 3 =B+2y 3/4=q
-3/4
{el’ €, 63} . 7/2
-1/4

Coordonnées de X = (X, y, z) dans {eq, €,, €3} :

o

X a pour coordonnées | B | dans {ej, e,, e3} si et seulement si X = oe; + e, + Yes , soit:

Y

13



r

1
Z(Zx—y+z) =y

X=o+Yy 2x-y+z =4y 1
y=20+p ouy=20+f et 3 5 (:2x+y+z) = B .D'oules coordonnées de
z =PB+2y z =PB+2y

1
L7 (2x+y-z) = o

1
Z (2x+y-z)
1

X =(x,y,z) dans {ey, e, €3} : ) (-2x+y+z)

1
Z(Zx—y+z)

3) Pour montrer que le systeme {e, e,, €3} est une base, il suffit de montrer que c'est un
110

systeme libre. En utilisant le déterminant,ona | 0 1 1 | = 1 #0.

221
Le systeme est donc bien libre et forme une base de IR®.

Coordonnées de (-1, 2,3) dans {e, e,, €3} :
o

(-1, 2,3) a pour coordonnées | B | dans {ej, e,, e3}si et seulement si

Y
(-1,2,3) = ae; + Pe, + Yes. Soit

—1:OC+B —3:[3 —3:[3
2=B+y ou 2=B+7y et 15= 17 .D'oules coordonnées de (-1, 2,3) dans
3=20+2B+7y 3=20+2B+Yy 2=q
2
{el’ €, e3} : _3
5
Coordonnées de X = (x, y, z) dans {ey, €, €3} :
o

X a pour coordonnées | B | dans {ej, e,, e3}si et seulement si X = ae; + Pe, + Ye3 , soit:

x=o+f 2x+y-z=f 2x+y-z=
{Y=B+Y ou {Y=B+Y et {-2X+Z= Y . D'ou les coordonnées de
z=20+2B+Yy z=20+2B+Yy X-y+zZ=0
X-y+z

X =(x,y,z) dans {e|, e,, €3} : | 2X+y-z
22X+ 2
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Exercice 19 - Démontrer que dans 1'espace vectoriel R3, les vecteurs u = (2,3,-1) et
v = (1,-1,-2) d'une part, et les vecteurs u' = (3,7,0) et v' = (5,0,-7) d'autre part, engendrent le
méme sous espace vectoriel.

Solution

Remarquons que {u, v} et {u', u'} sont deux systemes de rang 2 (les vecteurs u et v d'une
part, u' et v' d'autre part sont non proportionnels). Donc E=<u,v>etF = <u', v'>sontde
dimension 2 et pour montrer que E = F il suffit de montrer que Fc E. Or si on montre que u'
et v' appartiennent a E, E étant un sous espace vectoriel, il contiendra alors toutes les
combinaisons linéaires de u' et v', c'est a dire F. Il suffit donc de montrer que u' et v'
appartiennent a E.

ueE)o @a,BeR;u =ou+pv).
La derniere expression se traduit par :

7=30-B soit { 7=30-B ,a=2etP=-1conviennent, et u'cE.

{3:20c+[3 10 =50
0=-o-2pB 0=-a-2fB

De méme :
veE)s @a,BeR;vi=o0u+pv).
La derniere expression se traduit par :

5=20+ 5=5a
0=30-PB soit { 0=3a-B ,a=1et B =3 conviennent, et v'e E. D'ou le résultat.
-7=-0- 2B -7=-0- 2B

Exercice 20 - Montrer que les ensembles suivants sont des sous espaces vectoriels de IR*
dont on déterminera la dimension et une base :

A={(Ap, 28,220, ) ; Ae IR, pe IR}
B = {(x,y,z,t)eIR*; x-z =y-t }

Solution

Xe A sietseulement si X = (AW, 2A, A2, W) =A(1,2,1,0)+w(1,0,-2,1). A estdonc
I'ensemble des combinaisons linéairesdeu=(1,2,1,0)etv=(1,0,-2,1)etd'apresle
cours A =< u, v > est un sous-espace vectoriel de IR*. Puisque u et v sont indépendants (non
proportionnels) ils forment une base de A (ils sont évidemment générateurs) et dimA = 2.

X=(x,y, z,t)eBsietseulementsi X=(y+z-t,y,z,t).
SoitX=y(1,1,0,0)+2z(1,0,1,0)+t-1,0,0, 1).B estdonc l'ensemble des
combinaisons linéairesdeu'=(1,1,0,0),v'=(1,0,1,0)etw'=(-1,0,0, 1) et d'apres
le cours B=<u', v', w' > est un sous-espace vectoriel de R*. Montrons que ces trois vecteurs
sont indépendants :

Soit Aj, A, et A5 trois réels tels que Aju' + Aov' + Azw' = 0. Cela se traduit par :

15



7\41+7L2-7\43:0

M =0 . ..

): ~0 d'ou nécessairement A; = A, = A3 = 0. Les vecteurs sont bien indépendants
2 —

A=0

et forment une base de B (ils sont évidemment générateurs) et dimB = 3.

Exercice 21 - Soit S;= { u;=(a,1,1) , u,=(-1,-a,-1) , u3=(1,1,a) }
et S, = {vi=(a,1,1), vo=(-1,-a,-1) , v3=(-1,-1,a) }
Déterminer suivant les valeurs de a le rang de S; ainsi que celui de S,.

Solution

Calculons le déterminant D des trois vecteurs de S; :
a-11
D1: 1-al :_a3_3a_2:(a—1)2(—a—2).
1-1a
Sia#1leta#-2 D;#0etles vecteurs sont indépendants, le rang de S; est alors 3.

Sia=1,D;=0etrang(S;)<2.0rS;={(1,1,1),(-1,-1,-1),(1,1,1)}. Les trois
vecteurs de S; sont proportionnels et non nuls, donc rang(S;) = 1.

Sia=-2,D;=0etrang(S;)<2.0rS;={(-2,1,1),(-1,2,-1),(1,1,-2)}. Les deux
premiers vecteurs de S; sont indépendants car non proportionnels, le rang de S; est donc 2.

Calculons le déterminant D, des trois vecteurs de S, :
a-1-1

D,=|1l-a-1| =-a’—a+2=(a-1)(-a>—a-2). Remarquons que le discriminant de
1-1a

-a® —a -2 est négatif et donc que -a* — a —2 ne s'annule pas.

Donc sia# 1, D, # 0 et les vecteurs sont indépendants, le rang de S, est donc 3.

Sia=1,D;=0etrang(S;)<2.0r S, ={(1,1,1),(-1,-1,-1),(-1,-1,1)}. Les deux
derniers vecteurs de S, sont indépendants car non proportionnels, donc rang(S,) = 2.

Exercice 22 - Soit v; = (4,0,-2) , v, = (-8,1,5) et v3 = (2,0,0). Ces vecteurs sont-ils
indépendants ?

On considere le sous espace vectoriel V engendré par v, et v,. Quelle est sa dimension ?
Donner une base de V. v3 appartient-il a V? v4 = (-4,2,4) appartient-il a V? A quelle condition
sur a, b et ¢c un vecteur w = (a,b,c) appartient-il a V?

Solution

On calcule le déterminant du systeme suivant :{ (4, 0, -2), (-8, 1, 5), (2,0, 0)}.
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4 -8 2
0 1 O0]=4=0.Ces vecteurs sont linéairement indépendants.
-2 5 0

v] et v, sont linéairement indépendants (non proportionnels), ils forment donc une base de V
etdimV =2..

Si v3 était un vecteur de V il serait une combinaison linéaire de v, et v, et les trois vecteurs v,
v, et v3 seraient dépendants. C'est impossible d'apres le résultat précédent. Donc v ¢ V.

Remarque importante : On va montrer un résultat utile pour les exercices et que vous
pourrez utiliser par la suite sans le démontrer :

Si v; et v, sont indépendants :
(we<vy,vy>) < ({vy, va, w} estlié).

Remarque : Si on oublie I'hypothese "v; et v, sont indépendants”, le résultat est faux!! (c.f.
exercice 23).

Si we<vy,vy>),onaévidemment {v;, v, , w}lié, puisque w = av; + bv,. (av; + bv,—w =0
et tous les coefficients ne sont pas nuls puisque 1'un vaut —1).

Réciproque : si {vy, vo , w} est 1ié A1vi + A,v, + Azw =0 et les coefficients ne sont pas tous

A A
nuls. Si Az#20 w = - 71 Vi - Tz vy et we< vy, vp >). CQFD
3 3

D'apres le résultat précédent : (v4e V) & (D =dét(v,, vo,va)=0).

4 -8 -4

OrD=| 01 2| =16+32-(8+40)=0.Donc v4€V.
254

Deméme: (w=(a,b,c)eV) < (Dy=dét(vi, vo,w)=0).
4 -8 a

OrDy,=| 0 1 b| =4c+16b—(-2a+20b) =2a—4b + 4c.
25¢

Donc:: (w=(a,b,c)eV)s(a-2b+2¢c=0)

Exercice 23 - 1) Soit V; =(-1,1,0), V, =(1,0,2) et F, le sous espace vectoriel engendré par
V] et Vz.
a) A quelle condition sur x, y et z, V = (x,y,z) appartient-il a F ?

b) Soit V53 =(1,1,-1), V4= (1,1,2) et V5 = (0,1,2). Déterminer les rangs des systemes
suivants :

{V17V2’V3}’{V1’V2’V4}’{VI’VZ’VS}et{V17V2’V3’V4}‘

2)* On se place dans un espace vectoriel de dimension n = 2. Dire si la proposition suivante
est vraie :

(S={el’62’e3}lié) = (e3€<el,ez>).
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Si la réponse est affirmative, la prouver. Si la réponse est négative, donner un contre-exemple.

Solution

1) a) En utilisant la remarque de I'exercice précédent, puisque V; et V, sont indépendants

-1 1x
V =(x,y, z) appartient a F si et seulementsi | 1 Oy | =0.
02z
-11x
Or | 1 0y | =2x+2y-z Lacondition demandée est donc : 2x + 2y —z =0
02z

b) {Vy, V,, V3} : le déterminant de ce systéme est

-1 1 1
I 0 1|=2+2+1=5#0Ilerangde ce systeme est donc trois.
0 2 -1

{V1, V,, V4} : le déterminant de ce systeme est

1
I| =2 +2-2=2#0. Ces trois vecteurs forment donc un systeme de rang 3.
2

O =
[\ B e

{V1, V,, Vs} le déterminant de ce systeme est

-1 1 0
1 0 1|=2-2=0, les trois vecteurs sont donc liés. Mais les vecteurs V;, V, sont
0 2 2

indépendants (non proportionnels), le rang de ce systeme est donc 2.

{V1, V,, V3, V4} : les vecteurs de ce systeme sont des vecteurs de IR3, donc le rang de ce
systeme est inférieur ou égal a 3. Le rang du systeme {Vy, V,, V3} est 3. Ces 4 vecteurs
forment donc un systeme de rang 3

2) A-t-on(S={ej, e e;3 }1ié) = (eze<e;,e>)?
Contre exemple : si on choisit e;=(1, 1, 1), e2=(2, 2, 2) et es = (1, 0, 0) ce systeme est lié€ et
pourtant e; n’appartient pasa<e;, e, >=<e; >.

L'affirmation est donc fausse. Néanmoins elle est vraie si on rajoute I'hypothese "e; et e, sont
indépendants"
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